
Interprétation d'un langage sémantique formelSémantique 2, L. Roussarie20071 Sémantique de LCPDé�nition 1 (Modèle)Un modèle (minimal) est un 
ouple 〈A, F 〉, où A est un ensemble d'individu (
'est le domaine)et F est une fon
tion qui à 
haque 
onstante et prédi
at du langage asso
ie sa dénotation dansle modèle (F est la fon
tion d'interprétation).Notation 1Soit α une expression interprétable quel
onque (de l
p).
[[α]] représente la valeur sémantique de l'expression α.Notation 2Soit α une expression interprétable quel
onque (de l
p) et M un modèle.
[[α]]M représente la dénotation de α relativement au modèle M.Dé�nition 2 (Interprétation des 
onstantes non logiques)Soit un modèle M = 〈A, F 〉.1. Si a est une 
onstante d'individu, alors [[a]]M = F (a) ; ie l'individu de A assigné à a par

F .2. Si P est une 
onstante de prédi
at, alors [[P ]]M = F (P ) ; ie un ensemble d'individus de
A si P est unaire, un ensemble de 
ouples d'individus de A si P est binaire, et
.Dé�nition 3 (Interprétation des formules)Soit un modèle M = 〈A, F 〉.(Sem.1) a. [[P (a)]]M = 1 ssi [[a]]M ∈ [[P ]]M ;b. [[P (a, b)]]M = 1 ssi 〈[[a]]M, [[b]]M〉 ∈ [[P ]]M ;
. [[P (a, b, c)]]M = 1 ssi 〈[[a]]M, [[b]]M, [[c]]M〉 ∈ [[P ]]M ;d. et
.(Sem.2) [[α = β]]M = 1 ssi [[α]]M = [[β]]M.(Sem.3) [[¬φ]]M = 1 ssi [[φ]]M = 0.(Sem.4) a. [[[φ ∧ ψ]]]M = 1 ssi [[φ]]M = 1 et [[ψ]]M = 1.b. [[[φ ∨ ψ]]]M = 1 ssi [[φ]]M = 1 ou [[ψ]]M = 1.
. [[[φ→ ψ]]]M = 1 ssi [[φ]]M = 0 ou [[ψ]]M = 1.d. [[[φ↔ ψ]]]M = 1 ssi [[φ]]M = [[ψ]]M.(Sem.5) a. [[∃vφ]]M = 1 ssi on trouve (au moins) une 
onstante c dans Cns0 telle que

[[[c/v]φ]]M = 1b. [[∀vφ]]M = 1 ssi pour toute 
onstante c de Cns0, [[[c/v]φ]]M = 1où [c/v]φ est la formule φ dans laquelle on a rempla
é toute les o

urren
es de v par
c.Et on suppose que pour tout individu du domaine A il y a au moins une 
onstante del
p qui le dénote. 1



Exer
i
e 1 (Interprétation dans un modèle)Soit le modèle M = 〈A,F 〉, dé�ni 
omme suit.
A = {Thésée ; Hippolyta ; Hermia ; Héléna ; Lysandre ; Démétrius ; Egée ; Pu
k ;Obéron ; Titania ; Bottom}
F (t1) = Thésée, F (h1) = Hippolyta, F (h2) = Hermia, F (h3) = Héléna, F (l) = Lysandre,

F (d) = Démétrius, F (e) = Egée, F (p) = Pu
k, F (o) = Obéron, F (t2) = Titania, F (b) =Bottom
F (aimer) =


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〈Thésée,Hippolyta〉 ;
〈Hippolyta,Thésée〉 ;
〈Lysandre,Hermia〉 ;
〈Hermia,Lysandre〉 ;
〈Démétrius,Hermia〉 ;
〈Héléna,Démétrius〉 ;
〈Titania,Bottom〉
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





F (elfe) = {Obéron ; Titania ; Pu
k}
F (âne) = {Bottom}
F (far
eur) = {Thésée ; Obéron ; Titania ; Pu
k}
F (triste) = {Héléna}
F (mari-de) =

{

〈Thésée,Hippolyta〉 ;
〈Obéron,Titania〉 }

F (père-de) =
{

〈Egée,Hermia〉}1. Cal
ulez (en justi�ant vos résultats) la dénotation dans M des formules suivantes :(1) [aimer(l,h2) ∨ aimer(d,h3)](2) [aimer(d,h2) ∧ ∃x aimer(x,d)](3) ∀x[elfe(x) → far
eur(x)](4) ∃x∃y∃z[père-de(z, y) ∧ aimer(x, y)]2. Dites si les phrases suivantes sont vraies ou fausses par rapport au modèle M. Vousjusti�erez vos réponses informellement (
'est-à-dire en français et sans trop entrer dans lesdétails).(5) Tous les maris aiment leur femme.(6) Si on est aimé de personne, alors on est triste.(7) Tout âne est aimé.(8) Il est faux que Hippolyta n'aime pas Thésée.3. Dites 
omment doit-on modi�er le modèle M pour qu'il représente une 
on�guration dumonde telle que : Obéron et Titania s'aiment (mutuellement), Héléna et Démétrius s'aiment(mutuellement), Démétrius n'aime plus Hermia, Héléna n'est pas triste, et Bottom n'est pasun âne, mais un 
harpentier.
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CorrigéExer
i
e 11. Cal
ul formel (et détaillé) des dénotations des formules (1�4).(1) [[aimer(l,h2)]]
M = 1, 
ar F (l) = Lysandre, F (h2) = Hermia, et 〈Lysandre,Hermia〉 ∈

F (aimer). Et 
omme la formule est une disjon
tion, il su�t qu'un de ses membres soitvrai pour que l'ensemble soit vrai. Don
 [[aimer(l,h2) ∨ aimer(d,h3)]]
M = 1.(2) [[aimer(d,h2)]]

M = 1, 
ar F (d) = Démétrius, et 〈Démétrius,Hermia〉 ∈ F (aimer).Ensuite [[∃x aimer(x,d)]]M = 1 si on arrive à trouver une 
onstante γ telle que
[[aimer(γ,d)]]M = 1. Essayons ave
 h3 (et F (h3) = Héléna) ; 〈Héléna,Démétrius〉 ∈
F (aimer), don
 [[aimer(h3,d)]]M = 1. Et 
ela su�t à montrer que [[∃x aimer(x,d)]]M =
1. En�n la formule (2) est une 
onjon
tion, et ses deux membres sont vrais, don

[[aimer(d,h2) ∧ ∃x aimer(x,d)]]M = 1.(3) [[∀x[elfe(x) → far
eur(x)]]]M = 1, ssi [[elfe(γ) → far
eur(γ)]]M = 1 pour toute
onstante γ (parmi t1, t2,h1,h2,h3, l,d, e,p, o,b). On sait d'abord que si γ est di�é-rente de t2, o et p, alors [[elfe(γ)]]M = 0, 
ar seuls les individus dénotés par 
es 3
onstantes (F (t2) = Titania, F (o) = Obéron et F (p) = Pu
k) appartiennent à F (elfe).Or lorsque le premier membre d'une impli
ation est faux, on sait que l'impli
ationest globalement vraie. Don
 [[elfe(γ) → far
eur(γ)]]M = 1 pour tous les γ di�érentsde t2, o et p. Restent à 
al
uler [[elfe(t2) → far
eur(t2)]]M, [[elfe(o) → far
eur(o)]]Met [[elfe(p) → far
eur(p)]]M. On sait déjà que lorsque γ est égal à l'une de 
es trois
onstantes, [[elfe(γ)]]M = 1, 
ar les trois individus dénotés appartiennent à F (elfe). Ilappartiennent aussi à F (far
eur), don
 pour 
es trois 
onstantes [[far
eur(γ)]]M = 1,et par 
onséquent, pour 
es 
onstantes, [[elfe(γ) → far
eur(γ)]]M = 1, 
ar l'impli
ationentre deux propositions vraies est vraie. Don
 [[elfe(γ) → far
eur(γ)]]M = 1, pour toute
onstante γ, 
e qui prouve que [[∀x[elfe(x) → far
eur(x)]]]M = 1.(4) Pour savoir si ∃x∃y∃z[père-de(z, y)∧aimer(x, y)] est vraie, il faut trouver trois 
onstantes
α, β et γ telles que [[père-de(γ, β) ∧ aimer(α, β)]]M = 1. Essayons ave
 α = l, β = h2et γ = e (ave
 F (e) = Egée). [[père-de(e,h2)]]

M = 1 
ar 〈Egée,Hermia〉 ∈ F (père-de).
[[aimer(l,h2)]]

M = 1, on l'a déjà montré en (1). Don
 [[père-de(e,h2)∧aimer(l,h2)]]
M = 1,
ar 
'est une 
onjon
tion et ses deux membres sont vrais. Par dé�nition, 
ela su�t à mon-trer que [[∃x∃y∃z[père-de(z, y) ∧ aimer(x, y)]]]M = 1.2.(5) Cette phrase est fausse, 
ar Obéron est marié ave
 Titania (
f. F (mari-de)), mais ilne l'aime pas 
ar 〈Obéron,Titania〉 6∈ F (aimer). C'est un 
ontre-exemple su�sant pourmontrer que la phrase est fausse.(6) Cette phrase est fausse 
ar il existe au moins un individu, par exemple Pu
k, quin'est aimé de personne, selon F (aimer), et qui pourtant n'est pas triste (il n'est pas dans

F (triste)).(7) Cette phrase est vraie. Elle peut se paraphraser par : pour tout individu x, si x estun âne, alors quelqu'un aime x. Il n'y a qu'un seul âne dans le domaine, 
'est Bottom,et Titania aime Bottom. C'est don
 vrai pour tout âne.(8) Cette phrase est vraie. La proposition � Hippolyta n'aime pas Thésée � est fausse,puisque 
e 
ouple est dans la dénotation de aimer. Le � il est faux que � initial pose unenégation devant 
ette proposition, et don
 inverse la valeur de vérité.4. Dans le nouveau modèle, appelons-le M′, 
e qui 
hange, 
'est uniquement la fon
tiond'interprétation. M′ = 〈A,F ′〉. Voi
i 
omment est dé�nie la nouvelle fon
tion F ′.3



Pour les valeurs assignées aux 
onstantes d'individus, F ′ est identique à F . Ensuite, pourles prédi
ats ;
F (aimer) =
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〈Thésée,Hippolyta〉 ;
〈Hippolyta,Thésée〉 ;
〈Lysandre,Hermia〉 ;
〈Hermia,Lysandre〉 ;
〈Démétrius,Héléna〉 ;
〈Héléna,Démétrius〉 ;
〈Obéron,Titania〉 ;
〈Titania,Obéron〉 ;
〈Titania,Bottom〉























































F (elfe) = {Obéron ; Titania ; Pu
k}
F (âne) = ∅
F (far
eur) = {Thésée ; Obéron ; Titania ; Pu
k}
F (triste) = ∅

F (mari-de) =

{

〈Thésée,Hippolyta〉 ;
〈Obéron,Titania〉 }

F (père-de) =
{

〈Egée,Hermia〉}
F (
harpentier) = {Bottom}

4


