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2.4. Un peu de logique 652.4 Un peu de logiqueA�n de bien maîtriser la sémantique de lo, il est temps de faire un petit détourvers la logique, ar en se fondant sur le alul des prédiats, lo met surtout enavant les propriétés logiques de la struture sémantique des phrases. Nous allonsdon examiner de plus près les onneteurs logiques, ainsi que des notions formellesattahées aux formules de lo, e qui nous permettra de nous donner des règlesd'interprétation assez simples pour les formules quanti�ées. Cette setion permettrapar ailleurs de s'entraîner un peu à l'analyse par onditions de vérité.2.4.1 Tables de véritéLes onneteurs logiques (¬, ∧, ∨, →, ↔) de lo sont également appelés desonneteurs vérifontionnels. Cela veut dire que leur dénotation peut être onsi-dérée omme une fontion à un (pour ¬) ou deux (pour les autres) argument(s)pris dans {0 ; 1} et qui retourne une valeur de {0 ; 1}. C'est e qu'on appelle unefontion de vérité. C'est juste une façon mathématique de dire que la valeur devérité d'une formule onstruite ave un onneteur dépend simplement de la valeurde vérité de ses sous-formules onnetées. Et la dé�nition de es fontions nous estdonnée dans les règles (Sem.3) et (Sem.4).On peut expliiter es règles de manière systématique à l'aide de e qu'on appelledes tables de vérité. Une table de vérité est un tableau qui permet de visualiser trèsfailement toutes les dénotations que peuvent prendre une formule (ou un shémade formules) onstruite ave un onneteur. Le prinipe est le suivant : les pre-mières olonnes d'une table vont orrespondre aux sous-formules onnetées ; on yfait �gurer toutes les ombinaisons de valeurs de vérité qu'elles peuvent prendre(lorsqu'on examine un onneteur binaire, il y a quatre ombinaisons possibles) ;et dans la olonne suivante, en fae de haque ombinaison de valeurs, on pose lavaleur de vérité résultante pour la formule omplexe. Les tables de vérité sont auxonneteurs logiques e que nos vieilles tables de multipliation sont à la multipli-ation. Le Tableau 2.1 regroupe les tables de vérité des quatre onneteurs logiquesde lo.
ϕ ψ [ϕ ∧ ψ] [ϕ ∨ ψ] [ϕ→ ψ] [ϕ↔ ψ]

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1Tab. 2.1 � Tables de vérité des onneteurs logiques de loChaque ligne d'une table est don une ombinaison possible des valeurs de ϕ et

ψ. Par rapport à notre formalisation sémantique, ela veut dire que haque lignerésume une ertaine atégorie de modèles : la première ligne représente tous lesmodèles par rapport auxquels ϕ et ψ sont toutes deux vraies, la deuxième � tous
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66 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsles modèles par rapport auxquels ϕ est vraie et ψ est fausse, et. Quand on regardela dénotation d'une formule onstruite ave un onneteur binaire, on ne s'intéressequ'à quatre grandes atégories de modèles. On peut aussi dresser la table de véritéde la négation, et là on n'a à regarder que deux atégories de modèles : eux où laformule de départ est vraie et eux où elle est fausse ; f. Tableau 2.2.
ϕ ¬ϕ

1 0
0 1Tab. 2.2 � Table de vérité de la négationLe prinipe des tables de vérité permet également de aluler toutes les dénota-tions possibles de formules omplexes, ou plus exatement de shémas généraux deformules, qui omprennent plusieurs onneteurs. Tehniquement il su�t d'ajouterdes olonnes intermédiaires pour les di�érentes étapes du alul et ainsi on obtientprogressivement le résultat �nal en réutilisant les résultats intermédiaires37 . Cesaluls sont ourants en logique, et ii ils peuvent nous être utiles ar il y a unerègle de logique qui dit que deux formules qui ont la même table de vérité sontlogiquement (et sémantiquement) équivalentes, puisque ela veut dire qu'elles sontvraies dans exatement les mêmes modèles.Regardons par exemple les dénotations de [¬ϕ ∧ ¬ψ] puis de ¬[ϕ ∨ ψ] donnéesdans le Tableau 2.3.

ϕ ψ ¬ϕ ¬ψ [¬ϕ ∧ ¬ψ]

1 1 0 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

ϕ ψ [ϕ ∨ ψ] ¬[ϕ ∨ ψ]

1 1 1 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1Tab. 2.3 � Tables de vérité de [¬ϕ ∧ ¬ψ] et de ¬[ϕ ∨ ψ]Les deux olonnes de résultats sont identiques, les deux formules sont logique-ment (et sémantiquement) équivalentes. Pour illustrer ela, reprenons l'exemple (27) :(27) ¬[âne(p) ∨ fareur(p)]Cette formule peut littéralement traduire la phrase française � il est faux quePuk est un âne ou un fareur � ; en lair, ela signi�e la même hose que � Pukn'est ni un âne, ni un fareur �, autrement dit � Puk n'est pas un âne et Pukn'est pas un fareur �, e qui se traduit bien en (27)′ :37Mais attention : il ne faut pas oublier d'énumérer sur les lignes de la table toutes les ombi-naisons possibles de valeurs de vérité pour les sous-formules de base prises en ompte. Plus uneformule omplexe onnete de formules simples di�érentes, plus elle aura de lignes.
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2.4. Un peu de logique 67(27)′ [¬âne(p) ∧ ¬fareur(p)]Cette équivalene logique fait partie de e qui est onnu sont le nom de loisde Morgan. Il y en a une seonde qui est que ¬[ϕ ∧ ψ] et [¬ϕ ∨ ¬ψ] sont aussilogiquement équivalentes. On peut l'illustrer ave les exemples suivants : � il estfaux que Puk est un âne et un fareur �, 'est-à-dire � Puk n'est pas un ânefareur �, e qui veut bien dire � Puk n'est pas un âne ou bien Puk n'est pasfareur �. Les lois de Morgan peuvent don s'avérer utiles pour omprendre ertainesformules ou phrases négatives.Théorème 2.1 (Lois de Morgan)Une formule de la forme ¬[ϕ ∧ ψ] et une formule de la forme [¬ϕ ∨ ¬ψ] sontlogiquement équivalentes.Une formule de la forme ¬[ϕ ∨ ψ] et une formule de la forme [¬ϕ ∧ ¬ψ] sontlogiquement équivalentes.Exerie 2.51. Montrez, par la méthode des tables de vérité, que [[ϕ∧ψ]∧χ] et [ϕ∧ [ψ∧χ]]sont logiquement équivalentes. NB : ii les tables auront 8 lignes.2. De même pour [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ] et [ϕ ∨ [ψ ∨ χ]].3. Montrez que [[ϕ → ψ] → χ] et [ϕ → [ψ → χ]] ne sont pas logiquementéquivalentes.Les deux équivalenes de l'exerie 2.5 disent �nalement que par exemple lors-qu'on a deux onjontions qui � se suivent � dans une formule, peu importe om-ment on les regroupe, 'est-à-dire omment on plae les rohets, la dénotation dela formule reste toujours la même. On dit que la onjontion et la disjontion sontdes onneteurs assoiatifs (omme le sont l'addition et la multipliation sur lesnombres), et pour ette raison on peut s'autoriser à faire l'éonomie de es rohetsdans l'ériture des formules : ils n'ont pas d'impat sémantique. Ainsi on pourraérire de temps en temps [ϕ ∧ ψ ∧ χ] et [ϕ ∨ ψ ∨ χ] à la plae des quatre premièresformules de l'exerie 2.5. Mais il faut bien garder à l'esprit que [ϕ ∧ ψ ∧ χ] n'estqu'une ommodité d'ériture : en toute rigueur, e n'est pas une formule bien for-mée de lo, mais juste un raouri qui vaut indi�éremment pour [[ϕ ∧ ψ] ∧ χ] ou
[ϕ ∧ [ψ ∧ χ]].En revanhe, omme le montre la troisième partie du même exerie, [ϕ→ ψ →
χ] n'est pas une ériture autorisée, ette (pseudo-)formule n'a vraiment auun sens.De même on n'a pas le droit d'érire [ϕ ∧ ψ ∨ χ].Il y a une autre règle de suppression des rohets que l'on peut s'aorder pouralléger les éritures de formules. Les rohets servent à regrouper les sous-formulesà l'intérieur d'une formule omplexe pour éviter toute équivoque et pour bien mar-quer le � hamp d'appliation � d'un onneteur. Par onséquent lorsqu'une for-mule (mais pas une sous-formule !) est entièrement enadrée de rohets, eux-i neservent pas à grand hose, ar justement ette formule globale n'est onnetée à au-une autre. Ainsi il est sémantiquement ino�ensif de supprimer les rohets les plus
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68 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsextérieurs d'une formule et on peut érire ϕ → ψ à la plae de [ϕ → ψ] tant qu'ils'agit d'une formule autonome. Mais attention, ela ne onerne que les rohetsomplètement extérieurs : on n'a pas le droit de les supprimer dans ¬[ϕ ∧ ψ] oudans ∃x[elfe(x) ∧ fareur(x)] (mais on a le droit d'érire ∃x elfe(x) ∧ ∃x fareur(x)pour [∃x elfe(x) ∧ ∃x fareur(x)]).Exerie 2.6Montrez que les paires de formules suivantes sont haune logiquement équiva-lentes :1. ϕ et ¬¬ϕ2. [ϕ→ ψ] et [¬ϕ ∨ ψ]3. [ϕ→ ψ] et [¬ψ → ¬ϕ]4. [ϕ→ [ψ → χ]] et [[ϕ ∧ ψ] → χ]5. [ϕ ∧ [ψ ∨ χ]] et [[ϕ ∧ ψ] ∨ [ϕ ∧ χ]]6. [ϕ ∨ [ψ ∧ χ]] et [[ϕ ∨ ψ] ∧ [ϕ ∨ χ]]Il n'est pas inutile de onnaître par ÷ur es équivalenes (la no 1 s'appelle d'ailleursla loi de la double négation et la no 3 la loi de ontraposition38).2.4.2 Disjontions inlusive et exlusiveLa table de vérité de la disjontion ∨, répétée dans le Tableau 2.4, de même quela règle (Sem.4b) nous disent que [ϕ ∨ ψ] est vraie si l'une des deux sous-formulesest vraie et aussi lorsqu'elles sont vraies toutes deux. C'est e qu'on appelle ladisjontion inlusive, et 'est pourquoi elle est parfois prononée � et/ou �. Il existeen logique un autre onneteur disjontif, qu'on appelle la disjontion exlusive ;notons-la par le symbole ∨∨39 ; sa table de vérité est donnée dans le Tableau 2.4.
ϕ ψ [ϕ ∨ ψ] [ϕ ∨∨ ψ]

1 1 1 0
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0Tab. 2.4 � Tables de vérité des disjontion inlusive et exlusiveOn voit que [ϕ∨∨ψ] est vraie si l'une des deux sous-formules est vraie mais pasles deux en même temps. C'est fromage ou dessert.38Un exemple d'équivalene via la double négation est donnée par � Marie fume � et � il estfaux que Marie ne fume pas �. La loi de ontraposition peut s'illustrer par � s'il y a de la fumée,il y a du feu � et � s'il n'y a pas de feu, il n'y a pas de fumée �.39Ce symbole n'est pas spéialement onsaré dans la littérature logique. Mais à ma onnais-sane, il n'y a auun onsensus de notation lairement établi ; on trouve failement les variantessuivantes : ⊻, ▽, +, ⊕, 6≡, et., e qui tend à montrer le �té relativement marginal de e onne-teur.
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2.4. Un peu de logique 69Une question importante qu'on a à se poser en sémantique, 'est de savoir si lesexpressions de la langue qui expriment la disjontion, en français � ou �, � ou bien �,� soit..., soit... �, doivent s'analyser par une disjontion inlusive ou exlusive. Onpeut deviner la réponse puisque 'est ∨ et pas ∨∨ qui a été introduit dans lo, maisregardons les hoses plus préisément.En fait, il peut sembler que la plupart (ou au moins un grand nombre) desphrases disjontives du français sont plus naturellement omprises omme expri-mant une disjontion exlusive plut�t qu'inlusive. Un exemple lassique est (28) :(28) Alie est dans sa hambre ou dans la salle de bain.Il paraît assez évident que ette phrase ne suggère pas qu'Alie est peut-êtreà la fois dans sa hambre et dans la salle de bain. La disjontion en (28) a bienl'air exlusive. Remarquons au passage que, parmi les raisons qui peuvent amenerun louteur à utiliser une disjontion dans son énoné, l'une des plus ourantes estlorsqu'il ne dispose pas d'une information absolument ertaine, que pour lui deuxpossibilités sont en balane. Mais ela ne veut pas dire que es énonés ne sont pasinformatifs ; ils ne sont pas vagues ; (28) exlut tous les autres endroits où Aliepeut être.Les phrases suivantes fontionnent de la même manière, en illustrant des dis-jontions exlusives :(29) Ce type, il s'appelle Hubert ou Herbert.(30) Daniel travaille à Biarritz ou à Bayonne.(31) Cet été pour les vaanes, Adèle est allée en Espagne ou en Italie.Mais il faut faire une remarque importante ii : e n'est pas forément pare quel'on omprend es phrases omme exprimant une disjontion exlusive ou qu'ellesnous semblent exprimer une disjontion exlusive que leur sens doit être analysé dela sorte. Nous savons à présent omment dérire le sens d'une phrase : e sont sesonditions de vérité. Or demandons-nous dans quels as la phrase (31) est vraie. Elleest vraie bien sûr si Adèle est e�etivement allée en Espagne ou si elle est allée enItalie. Mais qu'en est-il si elle a fait deux voyages pendant ses vaanes et qu'elle avisité les deux pays ? Dans e as, fore est d'admettre que (31) est également vraie.Autrement dit, les onditions de vérité nous donnent lairement une disjontioninlusive. La phrase (32) en est un autre exemple. Imaginez un inspeteur menantune enquête et qui, après avoir reueilli des indies et des témoignages, énone laonlusion suivante :(32) Le oupable est roux ou il porte une perruque rousse.Devra-t-on alors éarter un suspet qui à la fois serait roux et porterait uneperruque rousse ? Bien sûr que non. Par onséquent, même si elle n'en a pas l'air,la phrase (32) a une struture sémantique de disjontion inlusive.
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70 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsOn peut ependant faire une double objetion : d'abord les disjontions desphrases (28)�(30) ont l'air � plus � exlusives qu'en (31) et (32), ensuite ommentexpliquer que malgré tout il y a une leture exlusive qui se présente nettementlorsqu'on lit tous es exemples ? Il y a plusieurs manières de répondre à ela.Une première expliation serait d'ordre stritement sémantique et grammati-ale. Elle dirait que la onjontion � ou � du français40 est ambiguë : il y auraitdeux � ou �, un inlusif et un exlusif. Ainsi (31) reevrait deux tradutions pos-sibles en lo :(31)′ a. [aller(a, e) ∨ aller(a, i)]b. [aller(a, e) ∨∨ aller(a, i)]Mais il a été montré (par Gazdar (1979) notamment) que ette analyse estdi�ilement défendable et on retient préférentiellement des expliations plus prag-matiques.D'abord il ne faut pas manquer d'observer dans les exemples (28) et (29) que,dans le ours normal des hoses, les as où les deux membres de la disjontionsont vrais (Alie est à deux endroits à la fois, le type porte deux prénoms usuels)sont hautement improbables, si e n'est impossibles ou absurdes. Il s'agit là en faitd'une sorte de présupposé de bon sens, quelque hose que le louteur et l'alloutairesavent ou présument ensembles et taitement. Et ela se re�ète dans les onditionsde vérité : savoir si (28) est vraie lorsqu'Alie est dans les deux pièes à la foisest tout simplement sans intérêt, sans pertinene. Et on peut même dire que dansun tel as, (28) n'est ni vraie ni fausse, mais hors de propos � e qui est bienune propriété des présuppositions. Si on tient ompte de ette présupposition, ladisjontion n'a de valeur que pour dire qu'un et un seul des deux membres est vrai,e qui provoque bien une leture exlusive. Simplement e qui fait l'exlusivitéde la disjontion n'est pas a�rmé par le louteur mais présupposé, et e n'estdon pas dans la struture sémantique de sa phrase. En bref, nos phrases ii sontsémantiquement des disjontions inlusives qui par présupposition reviennent à desdisjontions exlusives.Il y a une autre expliation pragmatique, qui ne s'oppose pas à la première,et selon laquelle les letures disjontives exlusives sont des e�ets d'impliaturesonversationnelles. L'idée est la suivante : une onjontion de deux formules [ϕ∧ψ]est plus informative, plus préise que la disjontion de es mêmes formules [ϕ∨ψ],ar la onjontion est vraie dans moins de as que la disjontion (f. Tableau 2.1)et ar [ϕ ∨ ψ] est une onséquene logique de [ϕ ∧ ψ] (quand la onjontion estvraie la disjontion l'est aussi). Par onséquent, si un louteur énone la formulela moins informative, 'est qu'il est probable qu'il ne pense pas que la formulela plus informative soit vraie. Autrement dit, une impliature que l'on peut tirernormalement de [ϕ ∨ ψ] 'est ¬[ϕ ∧ ψ]. Et si on réunit les deux, ela nous donne :
ϕ ou ψ et pas les deux à la fois, e qui est bien l'interprétation de la disjontionexlusive. Préédemment, l'exlusivité était donnée a priori par une présupposition,ii elle est obtenue a posteriori par une impliature.40Mais ela se retrouverait probablement dans toutes les langues.
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2.4. Un peu de logique 71Terminons es observations ave le oup de grâe que nous pouvons porterà une analyse sémantique de la disjontion exlusive. Reprenons l'hypothèse quisuggérait que � ou � soit sémantiquement (ie lexialement) ambigu entre ∨ et ∨∨.Cela veut dire que toute phrase en � ou � reçoit deux tradutions plausibles etqu'éventuellement ensuite l'une des deux soit éartée pare que peu appropriéedans le ontexte.Regardons alors e qui se passe ave une disjontion multiple, 'est-à-dire à plusde deux membres, omme par exemple (33) :(33) Marie a prévenu Pierre ou Albert ou Jaques.Si � ou � est ambigu, alors (33) peut se traduire au moins de deux façons :(33)′ a. [[prévenir(m,p) ∨ prévenir(m, a)] ∨ prévenir(m, j)] oub. [[prévenir(m,p) ∨∨ prévenir(m, a)] ∨∨ prévenir(m, j)]'est-à-dire les shémas de formules [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ] ou [[ϕ ∨∨ ψ] ∨∨ χ]. Avant mêmed'analyser es formules, on peut déjà expliiter les onditions de vérité de (33)simplement en regardant la phrase. On peut y voir e�etivement deux letures, uneinlusive et une exlusive. Pour la leture disjontive inlusive, (33) est vraie si etseulement si Marie a prévenu au moins un des trois garçons � et don 'est vraiaussi si elle en a prévenu deux ou les trois. Pour la leture disjontive exlusive 'estmoins simple ar il y a deux manières de voir les hoses. On pourrait envisager uneleture exlusive faible qui dirait que (33) est vraie ssi Marie a prévenu au moinsun des trois garçons mais pas tous les trois � e serait don vrai si elle en a prévenudeux. Mais ette interprétation semble peu naturelle et plut�t ompliquée. L'autreleture serait exlusive forte, elle dirait que (33) est vraie ssi Marie a prévenu unseul des trois garçons. Examinons maintenant e que nous disent les tables de véritéde nos deux shémas de formules. Elles sont donnée dans le Tableau 2.5.
ϕ ψ χ [ϕ ∨ ψ] [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ]

1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
1 0 0 1 1
0 1 1 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 0

[ϕ ∨∨ ψ] [[ϕ ∨∨ ψ] ∨∨ χ]

0 1
0 0
1 0
1 1
1 0
1 1
0 1
0 0Tab. 2.5 � Tables de vérité de disjontions à trois termesLa table de [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ] est bien onforme à nos attentes. Quant à elle de

[[ϕ ∨∨ ψ] ∨∨ χ] elle orrespond presque à la leture exlusive forte ; � presque � àause de la première ligne qui ne donne pas le résultat esompté. Et 'est beauoup
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72 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsplus grave qu'il n'y paraît ar si on reommene l'exerie ave une disjontion àquatre ou inq membres, on onstatera une étonnante régularité : une disjontionexlusive multiple (en ∨∨) est vraie ssi il y a un nombre impair de sous-formulesatomiques onnetées qui sont vraies. Et ette règle n'a déidément rien à voir avee que peut vouloir dire un louteur qui énone une phrase disjontive. Autrementdit, le onneteur ∨∨ donne des résultats erronés quand il s'agit d'exprimer le sensdes phrases du français.La onlusion de tout ela est que d'un point vue stritement sémantique, 'est-à-dire onernant uniquement les onditions de vérité, l'expression d'une disjon-tion en français sera toujours traduite par une disjontion inlusive, ∨. C'est à unautre niveau de l'analyse (pragmatique) que se manifeste le aratère exlusif del'interprétation d'une disjontion. Nous n'utiliserons don pas ∨∨ dans lo.2.4.3 Impliation matérielleLe onneteur de l'impliation matérielle, →, a été présenté omme étant equi permet de traduire en lo les onstrutions onditionnelles en � si..., (alors)... �.Exemple :(34) Si Démétrius n'aime pas Héléna, alors elle est (/sera) triste.
[¬ aimer(d,h3) → triste(h3)]Introduisons d'abord deux éléments de voabulaire attahés aux impliations :Dé�nition 2.13 (Antéédent et onséquent d'une impliation)Dans une impliation de la forme [ϕ→ ψ], la sous-formule ϕ s'appelle l'antéédentde l'impliation, et la sous-formule ψ son onséquent.Par extension on parle aussi de l'antéédent et du onséquent d'une phrase ondi-tionnelle.Les onditions de vérité données en (Sem.4) et la table de vérité, reproduitedans le Tableau 2.6, peuvent paraître un peu éloignées de e que l'on attend dela sémantique d'une struture onditionnelle du français en � si �. Il faut d'abordsavoir que la formulation de (Sem.4) n'est qu'une façon de dire parmi d'autresvariantes équivalentes ; on aurait pu tout aussi bien érire : [[[ϕ → ψ]]]M = 1 siet seulement si, si [[ϕ]]M = 1 alors [[ψ]]M = 1 aussi. Mais la version (Sem.4) a lemérite d'être plus analytique et moins alambiquée.

ϕ ψ [ϕ→ ψ]

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1Tab. 2.6 � Table de vérité de →
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2.4. Un peu de logique 73Ce qui gêne souvent dans la table de vérité de →, 'est sa troisième ligne :omment le faux peut-il impliquer le vrai ? ou omment de quelque hose de fauxpeut-on déduire quelque hose de vrai ?D'abord, il faut bien être avisé du fait que l'impliation matérielle n'est pas lamême hose que la dédution ; e sont deux onepts orthogonaux. L'impliationmatérielle est un symbole de lo qui permet d'érire des formules ; la dédution estun type de raisonnement, ou éventuellement un jugement que l'on porte sur uneforme de raisonnement (on dit par exemple que tel raisonnement est dédutif). Unemanière d'établir une dédution est d'utiliser la relation de onséquene logiqueque nous avons vue au hapitre préédent. On la notait par |=, et e symbolene fait pas partie de lo, 'est un méta-symbole. Il sert à a�rmer qu'il y a uneonséquene logique entre des phrases, et on a bien vu que ette relation ne s'établitpas n'importe omment (nous y reviendrons en � 2.4.5). Au ontraire, la règlesyntaxique (Syn.4) nous autorise à plaer le onneteur → entre n'importe quellesformules, pourvu qu'elles soient bien formées. C'est que [ϕ → ψ] en soi n'a�rmerien, quand on l'érit on ne dit pas si elle est vraie ou fausse (d'où l'utilité desmodèles et de [[ ]]). Ainsi on a tout à fait le droit d'érire [ϕ → ¬ϕ] puisque 'estune ebf, alors qu'érire P |= ¬P 'est ommettre une �agrante erreur de logique.Car es deux éritures ne se situent pas sur le même plan : la première fait partie delo, le langage objet qu'observent et étudient les sémantiiens, alors que la seondeappartient au métalangage, dans lequel s'expriment les sémantiiens.Ensuite, on doit remarquer que le faux n'implique pas que le vrai, il impliqueaussi le faux (f. la table de vérité). Autrement dit le faux implique n'importequoi41 : lorsque l'antéédent d'une impliation est faux, la valeur de son onséquentn'est pas disriminante. Ce qui est surtout déterminant, e sont les deux premièreslignes de la table de vérité. Cela peut s'illustrer ave l'exemple suivant :(35) Si je pars de hez moi après 8h, je rate mon train.C'est une phrase que je peux énoner très raisonnablement si je dois prendreun train qui part à 8h20 et que je sais pertinemment qu'il me faut au minimum 20minutes pour aller à la gare42. Maintenant imaginons que �nalement je suis partià 7h40 et que malgré tout, à ause d'une panne de métro ou d'un embouteillage,j'ai quand-même raté mon train ('est-à-dire on imagine un modèle où les hose sesont passées ainsi). Ainsi l'antéédent de (35) est faux et son onséquent est vrai.Doit-on alors en onlure que dans e as (35) est fausse ? Pas du tout, elle restevraie, simplement pare qu'elle ne se pronone pas sur e qui se passe dans le asoù je pars avant 8h (ie lorsque l'antéédent est faux).Il faut tout de même mentionner un e�et de sens qui se produit assez souventave des phrases onditionnelles, et qui là enore est d'ordre pragmatique. Prenonsl'exemple de parents qui disent à leurs enfants :41C'est même une loi logique fameuse et depuis longtemps identi�ée sous le joli nom de e falsosequitur quodlibet (du faux s'ensuit n'importe quoi, ou le faux implique tout).42Pour les besoins de la démonstration, on fait aussi l'hypothèse extravagante que les trainspartent toujours à l'heure.
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74 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats(36) Si vous êtes sages, on ira au par d'attration et après-midi.Cet énoné est une sorte de promesse. Et omme préédemment, plaçons-nousdans une situation où l'antéédent est faux et le onséquent vrai : les enfants n'ontpas été sages du tout et les parents les ont emmenés au par. Dans e as, on nepeut pas vraiment dire qu'ils n'ont pas tenu leur promesse, tehniquement ils nese sont pas parjurés (ça aurait été le as si les enfants ayant été sages ils ne soientpas emmenés au par). En revanhe, on peut estimer que les parents sapent ainsidangereusement leur autorité et leur rédibilité. La raison en est que, omme l'amontré, entre autres, Durot (1984), une a�rmation de la forme de (36) s'aom-pagne habituellement d'un sous-entendu (et don probablement d'une impliatureonversationnelle) de la forme de (37) :(37) Si vous n'êtes pas sages, on n'ira pas au par d'attration et après-midi.C'est pourquoi une phrase omme (36) se omprend souvent omme exprimantune équivalene matérielle (↔) plut�t qu'une impliation, ar l'a�rmation (36)([ϕ→ ψ]) omplétée du sous-entendu (37) ([¬ϕ→ ¬ψ]) revient à � on ira au pard'attration, si et seulement si vous êtes sages �. Cet e�et d'équivalene, omme l'ef-fet d'exlusivité pour la disjontion, est le fruit d'un raisonnement pragmatique43,mais il n'est pas insrit dans la struture sémantique de la phrase de départ (36).Pour onlure sur l'impliation matérielle, disons qu'il faut toujours penser àévaluer globalement la dénotation d'une phrase onditionnelle. Une impliation ouune onditionnelle met en plae une hypothèse exprimée par l'antéédent qui, seule-ment si elle est vraie, nous invite à examiner (ie à véri�er) une onséquene, 'est-à-dire le onséquent. Si l'hypothèse est fausse, alors globalement l'impliation n'a rienà signaler et don elle est � trivialement � vraie. L'hypothèse, don l'antéédent, ale statut de ondition su�sante dans l'impliation. C'est pourquoi on peut s'aiderà bien interpréter une phrase onditionnelle en prononçant l'impliation par � ilsu�t que �44 (mais surtout pas � il faut que � !), omme par exemple (36)′ qui estune bonne variante logique de (36).(36)′ Il su�t que vous soyez sages pour que nous allions au par d'attration etaprès-midi.2.4.4 La quanti�ationIl est temps de revenir aux formules quanti�ées de lo et à leur sémantique.Pour ela, il nous faut examiner quelques propriétés formelles et quelques notions43Très informellement, e raisonnement peut se résumer ainsi : si les parents énonent (36) touten envisageant la possibilité d'emmener les enfants au par quoi qu'il arrive, alors ça ne sert àrien de mettre une ondition à la promesse, ar dans e as, il leur su�rait de dire simplement :� on ira au par et après-midi �.44C'est-à-dire que [ϕ→ ψ] peut se prononer en � si ϕ, ψ � ou � il su�t que ϕ pour que ψ �.
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2.4. Un peu de logique 75attahées aux formules qui omportent des symboles de quanti�ation. La plusfondamentale est elle de portée.Dé�nition 2.14 (Portée d'un quanti�ateur)Si une formule ϕ ontient une sous-formule de la forme ∃vψ ou ∀vψ, on dit que ψest la portée respetivement du quanti�ateur ∃v ou ∀v dans ϕ.Regardons tout de suite un exemple (volontairement ompliqué, et laissons de�té e que la formule peut bien signi�er) :(38) ¬∃x∃y[∀z[∃w aimer(z,w) → aimer(y, z)] ∧ aimer(x, y)]En (38), la portée de ∃w est aimer(z,w), elle de ∀z est [∃w aimer(z,w) →aimer(y, z)], elle de ∃y est [∀z[∃w aimer(z,w) → aimer(y, z)]∧aimer(x, y)] et ellede ∃x est ∃y[∀z[∃w aimer(z,w) → aimer(y, z)] ∧ aimer(x, y)].La portée d'un quanti�ateur ∃v ou ∀v est simplement la sous-formule (om-plète !) qui le suit immédiatemment dans la formule globale, ou, si l'on préfère, lasous-formule qu'on a utilisée en appliquant la règle (Syn.5) au moment d'introduire
∃v ou ∀v lors de la onstrution de la formule globale.Remarquez qu'ii on appelle quanti�ateur une séquene omposée d'un sym-bole de quanti�ation suivi d'une variable. A e propos, la formulation de la dé�ni-tion 2.14 est un peu simpli�ée ; pour être tout à fait préis il faut en fait l'énoner endisant : � ... on dit que ψ est la portée de ette ourrene partiulière du quanti�-ateur ∃v ou ∀v, respetivement, dans ϕ �. En e�et, rien empêhe d'avoir plusieursfois par exemple ∃x dans une formule, et e qui nous intéresse ii 'est r�le duquanti�ateur à un ertain endroit de la formule. Ainsi dans :(39) ∃xmari-de(x, t2) ∧ ∃x[aimer(t2, x) ∧ ¬mari-de(x, t2)]mari-de(x, t2) est la portée de la première ourrene de ∃x et [aimer(t2, x) ∧
¬mari-de(x, t2)] la portée de sa seonde ourrene.La quanti�ation, par nature, onerne les variables. Sémantiquement la portéed'un quanti�ateur 'est, en quelque sorte, son rayon d'ation : elle délimite lazone où se trouvent les variables qui sont onernées par e quanti�ateur dans uneformule. � Conerner � n'est pas un terme retenu en sémantique formelle ; on parleplut�t des variables liées par un quanti�ateur. Et lorsqu'une variable n'est pas liéedans une formule, on dit qu'elle y est libre.Dé�nition 2.15 (Variables libres, variables liées)1. L'ourrene d'une variable v dans une formule ϕ est dite libre dans ϕ si ellen'est dans la portée d'auun quanti�ateur ∃v ou ∀v.2. Si ∃vψ (ou ∀vψ) est une sous-formule de ϕ et si v est libre dans ψ, alors etteourrene de v est dite liée par le quanti�ateur ∃v (ou ∀v).Là aussi, libre et liée sont des propriétés d'ourrenes de variables, 'est-à-direde variables situées à un ertain endroit dans une formule. Regardons par exempleles variables de (40) :
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76 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats(40) ∀x[aimer(x, y) ∧ ∃y elfe(y)]Et examinons les hoses pas à pas. Loalement dans elfe(y), y est libre puisquedans ette sous-formule il n'y a pas de quanti�ateur. Don ette ourrene de
y est liée par ∃y dans ∃y elfe(y) en vertu de la dé�nition 2.15�2. De même dans
[aimer(x, y)∧∃y elfe(y)], x et la première ourrene de y sont libres (et la seondeourrene de y est liée, omme on vient de le voir). Don x est liée par ∀x dans(40). Par ontre, la première ourrene de y, elle, reste libre ar elle est dans laportée d'un ∀x mais pas dans elle d'un ∀y ou d'un ∃y.On pourrait se demander pourquoi la dé�nition 2.15 est si ompliquée et pour-quoi faut-il dé�nir la notion de variable liée à partir de elle de variable libre. Nesu�rait-il pas de dire simplement qu'une variable v est liée par ∃v ou ∀v si elle setrouve dans sa portée ? Eh non, ela ne su�rait pas, ar des quanti�ateurs sur vpeuvent se trouver eux-mêmes dans la portée d'un autre quanti�ateur sur v. Parexemple :(41) ∀x[aimer(x, y) ∧ ∃x elfe(x)]Ii y est libre et le premier x est lié par ∀x, omme en (40). Mais le seond x,lui, n'est pas lié par ∀x, même s'il est dans sa portée. Car il n'est pas libre dans
[aimer(x, y) ∧ ∃x elfe(x)], il est lié par ∃x.Le prinipe de la dé�nition 2.15 en fait est qu'une variable v libre dans une(sous-)formule ϕ est toujours suseptible d'être ensuite liée par un ∃v ou ∀v quiserait plaé devant ϕ. Et il est très important de savoir reonnaître les variablesliées, notamment pour l'interprétation de la quanti�ation puisqu'évidemment lesquanti�ateurs quanti�ent sur les variables qu'ils lient.Exerie 2.7Pour haune des formules suivantes, dites : i) quelle est la portée de haque quan-ti�ateur, ii) quelles sont les ourrenes de variables libres (s'il y en a), et iii) etpar quels quanti�ateurs sont liées les autres variables.1. ∃x[aimer(x, y) ∧ âne(x)]2. ∃x aimer(x, y) ∧ âne(x)3. ∃x∃y aimer(x, y) → âne(x)4. ∀x[∃y aimer(x, y) → âne(x)]5. ¬∃x∃y aimer(x, y) → âne(x)6. ¬âne(x) → [¬∀y[¬aimer(x, y) ∨ âne(x)] → elfe(y)]7. ¬∃x[aimer(x, y) ∨ âne(y)]8. ¬∃x aimer(x, x) ∨ ∃y âne(y)9. ∀x∀y[[aimer(x, y) ∧ âne(y)] → ∃zmari-de(x, z)]10. ∀x[∀y aimer(y, x) → âne(y)]
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2.4. Un peu de logique 77Maintenant intéressons-nous aux onditions de vérité des formules (et des phrases)qui ontiennent des quanti�ateurs. Quand es formules sont simples, leurs ondi-tions de vérité sont assez failes à aratériser, et elles nous donnent le prinipegénéral d'interprétation de la quanti�ation. Par exemple, la formule ∃x âne(x) estvraie dans un modèle M = 〈A, F 〉 ssi il y a un individu, au moins, de A qui ap-partient à F (âne), l'ensemble des ânes de M. Et ∀x âne(x) est vraie dans M ssitous les individus de A appartiennent à F (âne) (tout le monde est un âne). Et trèsinformellement, on généralisera en disant que [[∃xϕ]]M = 1 ssi la formule ϕ est vraiepour au moins un individu de A et [[∀xϕ]]M = 1 ssi ϕ est vraie pour tout individude A. Ainsi omme ave les autres règles sémantiques de lo l'interprétation se faitpar simpli�ation progressive de la formule : on se débarrasse du quanti�ateur eton examine la dénotation de ϕ � une fois ave ∃x et autant de fois que nééssaireave ∀x.Mais il nous faut ii être préis sur e que ela signi�e lorsqu'on dit qu'uneformule ϕ est vraie pour tel ou tel individu de A. D'abord si le quanti�ateur liela variable x, on doit regarder les individus qui en tant que x rendent vraie laformule. Cela veut dire simplement que les individus à tester doivent en quelquesorte prendre la plae de la variable dans la formule ϕ pour qu'ensuite on véri�e sadénotation. Mais les individus appartiennent au modèle, pas à lo, ils ne peuvent pasintervenir eux-mêmes dans les formules. C'est pourquoi une manière de proéderonsiste à utiliser les onstantes omme des représentants des individus dans lo. Leméanisme interprétatif de la quanti�ation peut alors s'exprimer failement pourtoute formule de lo, il su�t de dire que [[∃xϕ]]M = 1 ssi il y au moins une onstanted'individu telle que si on remplae x par ette onstante dans ϕ, ϕ devient alorsvraie dans M, et [[∀xϕ]]M = 1 ssi quand on remplae x suessivement par toutesles onstantes d'individus, ϕ est alors à haque fois vraie dans M.Cette façon d'interpréter les formules quanti�ées n'est pas omplètement satis-faisante sur le plan théorique, ar elle se débarrasse des variables (en les remplaçantpar des onstantes) simplement pare que nous ne savons pas e qu'est [[x]]M (e�e-tivement nous n'avons jamais dé�ni la dénotation d'une variable dans les règles desdé�nitions 2.11 et 2.12). C'est pourquoi nous verrons au hapitre suivant une autrefaçon, plus rigoureuse et régulière, d'interpréter la quanti�ation. Cependant, surle plan pratique, la méthode présentée ii est tout à fait opérationnelle, à onditionde poser une ontrainte partiulière sur lo qui est qu'à haque individu du domaine
A d'un modèle est assoié au moins une onstante de lo. C'est le as par exempledans le modèle-jouet M1 (p. 63), mais a priori rien n'oblige à e que ela soittoujours ainsi ; e serait même peu réaliste tant qu'on assimile les onstantes auxnoms propres. Mais ette ontrainte est néessaire ii puisque les onstantes sontensées jouer le r�le des individus. Disons qu'elle ajoute une propriété formelle ausystème de lo sans pour autant avoir un impat sur l'interprétation sémantique dela langue naturelle : on onsidérera que haque nom propre de la langue se traduitpar une onstante de lo, mais que toute onstante ne traduit pas forément unnom propre.Pour formaliser proprement ette méthode d'interprétation par substitution deonstantes, on a simplement besoin d'introduire expliitement la proédure de rem-
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78 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsplaement des variables par des onstantes. C'est une opération générale sur lastruture des formules, que nous noterons omme suit :Notation 2.8 (Substitution)Soit ϕ une formule de lo, v une variable et t un terme. On note [t/v]ϕ le résultatde la substitution dans ϕ de toutes les ourrenes libres de v par t.La substitution ne doit onerner que les ourrenes libres de la variable, arelle sera délenhée par un quanti�ateur ; et les ourrenes libres de x dans ϕsont bien elles qui sont liées par ∃x dans ∃xϕ. (42) nous donne un exemple del'opération45 :(42) [b/x][âne(x) ∧ ∀y[aimer(x, y) ∨ ∃xmari-de(y, x)]]= [âne(b) ∧ ∀y[aimer(b, y) ∨ ∃xmarie-de(y, x)]]A présent nous pouvons formuler les règles d'interprétation systématiques desformules quanti�ées :Dé�nition 2.16 (Interprétation des formules quanti�ées)(Sem.5) a. [[∃vϕ]]M = 1 ssi on trouve (au moins) une onstante γ telle que
[[[γ/v]ϕ]]M = 1b. [[∀vϕ]]M = 1 ssi pour toute onstante γ, [[[γ/v]ϕ]]M = 1En somme, es règles transposent sur des onstantes les quanti�ations quisont indiquées sur des variables dans les formules ; et omme haque individu estreprésenté par une onstante, ela revient bien à e�etuer les quanti�ations sur lesindividus du modèle.Illustrons l'appliation de es règles en alulant la dénotation des formulessuivantes par rapport à M1 (p. 63).(43) ∃x[elfe(x) ∧ fareur(x)]La règle (Sem.5a) nous dit que [[∃x[elfe(x) ∧ fareur(x)]]]M1 = 1 ssi il existeune onstante γ telle que [[elfe(γ)∧ fareur(γ)]]M1 = 1. Dans ette ériture, γ n'estqu'une onstante virtuelle, et pour montrer que (43) est vraie dansM1, il su�t donde trouver une (véritable) onstante qui fontionne en tant que γ. En examinant

M1 on voit qu'on peut prendre par exemple la onstante o (et poser ainsi γ = o).En e�et [[elfe(o) ∧ fareur(o)]]M1 = 1, ar [[elfe(o)]]M1 = 1 et [[fareur(o)]]M1 = 1,ar F1(o) = Obéron ∈ F1(elfe) et Obéron ∈ F1(fareur) (on applique ii lesrègles (Sem.4a) et (Sem.1a)). On a ainsi montré que [[(43)]]M1 = 1 : il existe bienun elfe fareur dans M1.Le méanisme d'interprétation est similaire lorsqu'on a plusieurs quanti�ateursexistentiels :45L'opérateur de remplaement noté [b/x] ne fait pas partie de lo, 'est juste un moyen nota-tionnel qui fait passer d'une formule à une autre.
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2.4. Un peu de logique 79(44) ∃x∃y aimer(x, y)Toujours selon (Sem.5a), [[∃x∃y aimer(x, y)]]M1 = 1 ssi on trouve une onstante
γ telle que [[∃y aimer(γ, y)]]M1 = 1. Prenons γ = t1 ; nous avons don mainte-nant à aluler la valeur de [[∃y aimer(t1, y)]]M1 . Là enore (Sem.5a) nous dit que
[[∃y aimer(t1, y)]]M1 = 1 ssi on trouve une onstante γ telle que [[aimer(t1, γ)]]M1 =
1. Et là enore, il su�t de trouver une onstante qui marhe parmi elles dont on dis-pose. Prenons don maintenant γ = h1. Et nous avons bien [[aimer(t1,h1)]]M1 = 1,ar F1(t1) = Thésée, F1(h1) = Hippolyta et 〈Thésée,Hippolyta〉 ∈ F1(aimer)(f. p. 63). Nous avons don trouvé deux onstantes qui font l'a�aire et ela prouveque [[(44)]]M1 = 1 : il y a quelqu'un qui aime quelqu'un dans M1.Bien sûr, on aurait pu mener ette démonstration en utilisant d'autres onstantes,par exemple l et h2, ou d et h2, ou h1 et t1, et. Si on avait hoisi p pour la pre-mière onstante (ie pour remplaer x), on n'aurait pas trouvé de seonde onstanteadéquate pour y, mais ela n'a pas d'importane ar pour qu'une formule existen-tielle soit vraie, il su�t qu'au moins une onstante la satisfasse ; peu importe ellesqui éhouent. L'exerie onsiste don à bien hoisir les onstantes qui prouvent lavérité de la formule.Evidemment 'est di�érent lorsqu'il s'agit de prouver qu'une formule existen-tielle est fausse ou qu'une formule universelle est vraie. Commençons par alulerla dénotation dans M1 de l'universelle (45) :(45) ∀x[elfe(x) → fareur(x)]La règle (Sem.5b) dit que [[∀x[elfe(x) → fareur(x)]]]M1 = 1 ssi pour toutes lesonstantes γ, on a [[elfe(γ) → fareur(γ)]]M1 = 1. La démonstration ii est pluslongue : il va falloir e�etuer le alul pour t1, h1, h2, h3, l, d, e, p, o, t2 et b (don11 aluls !). Heureusement la table de vérité de → va nous permettre de sauterrapidement des étapes. Souvenons-nous que lorsque l'antéédent d'une impliationest faux, alors l'impliation entière est vraie, quelle que soit la valeur du onséquent.Or dans les as où γ est t1, h1, h2, h3, l, d, e ou b, on sait que [[elfe(γ)]]M1 = 0ar auun des individus dénotés par es onstantes n'est dans F1(elfe). Don poures huit onstantes, on sait tout de suite que [[elfe(γ) → fareur(γ)]]M1 = 1. Cequ'il reste à véri�er, et e qui est déterminant pour la formule, e sont les as où γest p ou o ou t2 (onstantes pour lesquelles [[elfe(γ)]]M1 = 1). Et 'est bien normalpuisque (45) traduit la phrase � tous les elfes sont fareurs � � phrase qui ne s'inté-resse qu'aux individus qui sont des elfes. Commençons pas p ; [[fareur(p)]]M1 = 1ar Puk ∈ F1(fareur), et don [[elfe(p) → fareur(p)]]M1 = 1. La même dé-monstration vaut pour o, ar Obéron ∈ F1(fareur), et pour t2, ar Titania ∈
F1(fareur). Ainsi [[elfe(o) → fareur(o)]]M1 = 1 et [[elfe(t2) → fareur(t2)]]M1 = 1.Don [[elfe(γ) → fareur(γ)]]M1 = 1 pour toute onstante γ, e qui prouve bien que
[[(45)]]M1 = 1.Pour résumer la méthode d'interprétation des formules quanti�ées, on peutonsidérer l'algorithme extrêmement minutieux suivant :
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80 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats� pour aluler [[∃xϕ]]M, on passe en revue haque onstante γ, on alule
[[[γ/x]ϕ]]M et on s'arrête dès qu'on trouve le résultat 1 ; dans e as elamontre que [[∃xϕ]]M = 1 ; en revanhe, si pour tous les γ on a trouvé 0 (ie ona jamais trouvé 1), alors 'est que [[∃xϕ]]M = 0 ;� pour aluler [[∀xϕ]]M, on passe en revue haque onstante γ, on alule
[[[γ/x]ϕ]]M et si à haque fois le résultat est 1, 'est que [[∀xϕ]]M = 1 ; auontraire dès qu'on trouve le résultat 0, on peut s'arrêter, ar ela su�t àprouver que [[∀xϕ]]M = 0.Cette proédure nous indique du même oup les � onditions de fausseté � d'uneformule quanti�ée, ou si l'on préfère, les onditions de vérité de sa négation.(46) ∃x[âne(x) ∧ triste(x)]

[[(46)]]M1 = 0 ar il n'existe pas de onstante γ telle que [[âne(γ)∧triste(γ)]]M1 =
1. Pour le démontrer très rigoureusement, il faudrait e�etuer le alul pour les onzeonstantes et montrer que le résultat est toujours 0.(47) ∀x[fareur(x) → elfe(x)]

[[(47)]]M1 = 0 ar il existe au moins une onstante γ telle que [[fareur(γ) →elfe(γ)]]M1 = 0. Cette onstante est t1, ar [[fareur(t1)]]M1 = 1 et [[elfe(t1)]]M1 = 0.En e�et, si quelque hose n'est pas vrai de tous les individus, 'est qu'il existe aumoins un individu pour lequel 'est faux.Ces exemples illustrent la dualité bien onnue qu'entretiennent entre eux lesdeux types de quanti�ateurs : la négation d'une formule existentielle est une for-mule universelle, et la négation d'une formule universelle est une formule existen-tielle. Je ne vais pas donner ii le détail de la démonstration, mais nous pouvonsfailement nous onvainre de es équivalenes en déortiquant un peu les exemples(46) et (47).La négation de (46) (ie ¬∃x[âne(x) ∧ triste(x)]) signi�e qu'il n'existe pas d'in-dividu qui soit à la fois un âne et triste, autrement dit pour tout individu (ou touteonstante γ) ou bien e n'est pas un âne ou il n'est pas triste, e qui peut se refor-muler en : pour tout individu, s'il est un âne, alors il n'est pas triste (tout âne estnon-triste). Et ela, e sont bien les onditions de vérité d'une formule universelle,à savoir :(48) ∀x[¬âne(x) ∨ ¬triste(x)]ou ('est équivalent)46 :
∀x[âne(x) → ¬triste(x)]Remarquons aussi que (48) (qui équivaut à ¬(46)) traduit également la phrase� auun âne n'est triste �. Une phrase en auun s'analyse par une quanti�ationuniverselle du type (48) ou, e qui revient au même, par la négation d'une existen-tielle.46Cf. l'équivalene logique no 2 dans l'exerie 2.6, p. 68.
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2.4. Un peu de logique 81Quant à la négation de (47), 'est-à-dire ¬∀x[fareur(x) → elfe(x)], ses ondi-tions de vérité disent qu'il y a au moins un individu qui est fareur mais pas unelfe, e qui orrespond bien à la formule existentielle suivante :(49) ∃x[fareur(x) ∧ ¬elfe(x)]En e�et ¬(47), � il n'est pas vrai que tous les fareurs sont des elfes �, veut direla même hose que � il y a au moins un fareur qui n'est pas elfe � (49).Réapitulons ette dualité entre ∃ et ∀ par le théorème suivant :Théorème 2.2Les quatres paires de formules suivantes sont des équivalenes logiques :1. ¬∃xϕ et ∀x¬ϕ2. ¬∀xϕ et ∃x¬ϕ3. ¬∃x¬ϕ et ∀xϕ4. ¬∀x¬ϕ et ∃xϕLes deux dernières équivalenes se déduisent diretement des deux premières etde la loi de double négation vue supra dans l'exerie 2.6.Exerie 2.8Calulez par rapport à M1 (f. p. 63) la dénotation des formules suivantes :1. ∀x[elfe(x) ∧ fareur(x)]2. ∀x[elfe(x) → ¬triste(x)]3. ¬∃x[âne(x) ∧ elfe(x)]4. ∃x∀y aimer(y, x)5. ∀y∃x aimer(y, x)Pour haque formule, proposer une phrase en français qui peut se traduire par etteformule.Comparer la formule no 1 ave la formule (45) supra.Pour onlure ette partie sur la quanti�ation, voii en Table 2.7 un petit vade-meum de tradution français�lo de phrases quanti�ées typiques. N représente unsubstantif quelonque et V un verbe intransitif (ou éventuellement un groupe verbalsimple) et n et v représentent les prédiats qui traduisent respetivement N et V .Les formules qui sont dans une même ellule du tableau sont équivalentes, esont don de simples variantes de tradution en lo, ela ne marque pas d'ambiguïté.En revanhe, la tournure � tous les N ne V pas � est réellement ambiguë. Nous yreviendrons au hapitre suivant.Exerie 2.9 (Quanti�ateurs et onneteurs)Indiquez (informellement47) les onditions de vérité des formules suivantes :47C'est-à-dire en français, sans entrer dans les détails tehniques.
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82 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsUn N VDes N V
∃x[n(x) ∧ v(x)]Tout/haque N VTous les N VLes N V
∀x[n(x) → v(x)]Un N ne V pasDes N ne V pasPas tous les N ne VTout/haque/tous les N ne V pas ∃x[n(x) ∧ ¬v(x)]
¬∀x[n(x) → v(x)]Auun N ne VTout/haque/tous les N ne V pasLes N ne V pas ¬∃x[n(x) ∧ v(x)]
∀x[n(x) → ¬v(x)]Tab. 2.7 � Shémas de tradutions du français en lo1. ∃x[homard(x) ∧ gauher(x)]2. ∃x[homard(x) ∨ gauher(x)]3. ∃x[homard(x) → gauher(x)]4. ∃x[homard(x) ↔ gauher(x)] 5. ∀x[homard(x) ∧ gauher(x)]6. ∀x[homard(x) ∨ gauher(x)]7. ∀x[homard(x) → gauher(x)]8. ∀x[homard(x) ↔ gauher(x)]Quelles sont elles qui peuvent être des tradutions de phrases simples et naturellesdu français ?Il est bon de se souvenir que lorsqu'on traduit des phrases du français (ou detoute autre langue naturelle) il faut toujours s'attendre à e que ∃ aille de paireave ∧ et ∀ ave →.2.4.5 Quelques dé�nitions logiquesNous avons maintenant les moyens formels de dé�nir ertaines notions vuesdans le hapitre 1.Notation 2.9 (Satisfation)Si une formule ϕ est vraie dans un modèle M, 'est-à-dire si [[ϕ]]M = 1, on dit que

ϕ est satisfaite par M, ou enore que M satisfait ϕ.On note alors : M |= ϕ.Attention : le symbole |= est à double emploi. Il exprime soit la satisfationd'une formule par un modèle, soit la onséquene logique entre des phrases oudes formules que nous avions vue au hapitre 1. En toute rigueur nous devrionsutiliser deux symboles di�érents. D'ailleurs on trouve parfois la variante de notation
|=M ϕ pour exprimer la satisfation de ϕ par M. Mais normalement il n'y a pas deonfusion à raindre : si on trouve un modèle à la gauhe de |=, le symbole désignela satisfation, si on trouve une ou plusieurs formules, il désigne la onséquenelogique.
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2.5. Conlusion 83Dans le hapitre 1, la onséquene logique entre deux phrases (ou deux formules)était dé�nie en disant que dans tous les as où la première phrase est vraie, laseonde l'est aussi. Maintenant nous savons e qu'est formellement un as : 'est unmodèle. La dé�nition préise se donne don dans es termes : ϕ |= ψ si et seulementsi dans tous les modèles par rapport auxquels ϕ est vraie, ψ est vraie aussi.Dé�nition 2.17 (Conséquene logique)La formule ψ est une onsequene logique de la formule ϕ, ssi pour tout modèle Mtel que M |= ϕ alors M |= ψ.Plus généralement, ψ est une onséquene logique de l'ensemble de formules {ϕ1 ;
ϕ2 ; . . . ; ϕn}, ssi pour tout modèle M tel que M |= ϕ1 et M |= ϕ2... et M |= ϕnalors M |= ψ.On note alors : ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ.Partant, on peut aussi redé�nir les notions de tautologies et de ontradition entermes de modèles. Une tautologie est vraie dans tout modèle et une ontraditiondans auun.Dé�nition 2.18 (Tautologie)Une formule ϕ est une tautologie, ssi pour tout modèle M, M |= ϕ.On note alors : |= ϕDé�nition 2.19 (Contradition)Une formule ϕ est une ontradition, ou est ontraditoire, ssi pour tout modèle
M, M |= ¬ϕ ('est-à-dire [[ϕ]]M = 0).On note alors : |= ¬ϕDé�nition 2.20 (Equivalene logique)Deux formules ϕ et ψ sont logiquement équivalentes, ou on pourra dire aussi sé-mantiquement équivalentes, ssi pour tout modèle M, [[ϕ]]M = [[ψ]]M.On peut également dé�nir la notion à l'aide de la onséquene logique : ϕ et ψ sontlogiquement équivalentes, ssi ϕ |= ψ et ψ |= ϕ.Il y a un théorème qui dit ei : ϕ |= ψ si et seulement si |= [ϕ → ψ]. Nousn'allons pas herher à le démontrer ii, je le mentionne juste à titre d'entraînementà la leture et à la manipulation des notions et des symboles que nous avons vusjusqu'ii. Ce théorème montre le rapport qui existe entre la onséquene logiqueet l'impliation matérielle : la onséquene logique orrespond à une impliationtoujours vraie.2.5 Conlusion***tbd***


