
λ-alul typéSémantique 4, L. Roussarie (2005)1 Système sémantique ompositionnel : le λ-alul1.1 Les prédiats sont des fontionsPrédiat à 1 plae
[[dormir]]M,w,g = F (w,dormir) = A −→ {0 ; 1}x 7−→

{

1 si x dort dans w
0 sinonExemple, ave Alie,Bruno,Charles,Dina ∈ A :

[[dormir]]M,w,g =













AlieBrunoCharlesDina
. . .
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= Alie, Bruno et Dina dormentdans w, et Charles ne dort pas.Prediats à 2 plaes1) Si on �xe un des arguments d'un prédiat à deux plaes, on obtient sémantiquement un prédiatà une plae. Ex : la dénotation du VP regarde Bruno hange selon le NP sujet qu'on lui assoie.
[[regarder( ,b)]]M,w,g =













AlieBrunoCharlesDina
. . .
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= la fontion qui dit qui regardeBruno dans w ; ii seule Alieregarde Bruno.2) On fera la même hose pour regarder( , a) (fontion � qui regarde Alie ? �) :
[[regarder( , a)]]M,w,g =













AlieBrunoCharlesDina
. . .
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Idem pour regarder( , ) (� qui regarde Charles ? �), pour regarder( ,d) (� qui regardeDina ? �) et.
[[regarder( , )]]M,w,g =













AlieBrunoCharlesDina
. . .
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Quand on fait varier le seond argument, on obtient une nouvelle fontion.On a don une série de fontions.A haque valeur possible du seond argument, regarder (dans w) assoie une fontion qui ditqui regarde � ette valeur �. On peut résumer ela dans une grande fontion qui à haque individuy de A assoie la fontion qui dit qui regarde y :
[[regarder( ,  )]]M,w,g =













Alie � qui regarde Alie ? �Bruno � qui regarde Bruno ? �Charles � qui regarde Charles ? �Dina � qui regarde Dina ? �
. . .
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C'est-à-dire :
[[regarder( ,  )]]M,w,g =



























































AlieBrunoCharlesDina
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AlieBrunoCharlesDina
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AlieBrunoCharlesDina
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Conlusion : sémantiquement, un prédiat à deux arguments est d'abord une fontion à unargument qui retourne une fontion à un argument.
[[regarder]]M,w,g = F (w, regarder) = A −→

(

A −→ {0 ; 1}
)y 7−→

( x 7−→

{

1 si x regarde y dans w
0 sinon )1.2 λ

λ-abstrationSi α est une expression bien formée de lo et si v est une variable, alors λv α est une expressionbien formée de lo. λv α est un λ-terme.
λv α est l'expression α dans laquelle on a fait abstration de v, 'est-à-dire où � il manque � v.Sémantiquement λv α dénote (dans w) une fontion dont l'argument (à saturer) est indiqué parla variable v.Formellement : [[λv α]]M,w,g = la fontion qui à tout objet d de A assoie [[α]]M,w,g[d/v], ie ladénotation de α où v prend la valeur d.Appliation fontionnelleSi γ est une expression de lo qui dénote une fontion (don un λ-terme) et β une expressionde lo, pour indiquer que l'on fournit β omme argument à γ, on érit : [γ(β)]. On dit que l'onapplique la fontion γ à l'argument β.

β-rédution
[λvα(β)] est équivalent à [β/v]α, où [β/v]α est l'expression α où on a remplaé toute les ou-renes libres de v par β.Exemples : [λyλx regarder(x, y)(b)] équivaut à λx regarder(x,b) ; λy[λx regarder(x, y)(b)] équi-vaut à λy regarder(b, y).2 Théorie des types2.1 Une ini�nité de atégoriesDé�nition 1 (Types)1. e et t sont des types ;2. si a et b sont des types, alors 〈a, b〉 est un type ;3. rien d'autre n'est un type. 2



Par exemple : 〈e, t〉, 〈t, t〉, 〈〈e, t〉, t〉, 〈e, 〈e, t〉〉, 〈〈e, t〉, 〈e, t〉〉, 〈〈e, t〉, 〈〈e, t〉, t〉〉 sont des types.Les types sont des étiquettes de atégories (ou onstituants) sémantiques.� Le type e étiquette les atégories d'expressions qui dénotent des individus, 'est-à-dire lestermes ;� le type t étiquette les atégories d'expressions qui dénotent des valeurs de vérité, 'est-à-diredes formules (phrases).Les types omplexes (〈a, b〉) peuvent être vus omme des étiquettes de fontions (sémantiques)ou, mieux, omme des desripteurs de lasses de fontions.
〈a, b〉 est le type des fontions qui attendent un argument de type a et retourne une valeur detype b.2.2 lo typéRenontre du troisième type
s est le (pseudo-)type des éléments de W1.
T = l'ensemble des types de lo.Dé�nition 2 (T)

T est le plus petit ensemble tel que :1. e ∈ T et t ∈ T ;2. si a ∈ T et b ∈ T, alors 〈a, b〉 ∈ T et 〈s, a〉 ∈ T.Exemples : 〈s, 〈s, t〉〉, 〈t, 〈s, t〉〉 et 〈〈s, 〈〈s, 〈e, t〉〉, t〉〉, 〈e, t〉〉, sont des types. Mais s, 〈e, s〉, 〈s, s〉,
〈s, 〈t, s〉〉 ne sont pas des types.SyntaxeNotation 1L'ensemble de toutes les expressions de type a de lo est noté Pa.Et on notera P l'ensemble de toutes les expressions bien formées de lo (don P est l'union de tousles Pa : P =

⋃

a∈T
Pa).Ainsi, α ∈ Pa signi�e que le type de α est a.Dé�nition 3 (Voabulaire)Le voabulaire de lo omporte :� un ensemble de variables Vara et un ensemble de onstantes Cnsa pour haque type a de T ;� un ensemble de symboles logiques : ¬, ∧, ∨, →, ↔, ∀, ∃, ι, 2, 3, λ, ∧, ∨ ;� les rohets [] et les parenthèses ().Les éléments de Vare (les variables d'individus) seront notés x, y, z, u, v, w ou x1, x2, . . . ; leséléments de Cnse (les onstantes d'individus) seront notés a,b, , . . . , a1, a2, . . . Les élements de

Var〈e,t〉, et éventuellement eux de Var〈e,〈e,t〉〉, Var〈e,〈e,〈e,t〉〉〉, et., seront notés P,Q,R ou P1, P2, . . .Ce sont les variables de prédiats. Les onstantes de prédiats seront notées en suivant la onventionde notation adoptée jusqu'ii : homme, dormir, aimer, donner...Dé�nition 4 (Syntaxe)(Syn.1) si α ∈ Vara ou α ∈ Cnsa, alors α ∈ Pa ;(Syn.2) si α ∈ P〈b,a〉 et β ∈ Pb, alors [α(β)] ∈ Pa ;(Syn.3) si α et β ∈ Pa, alors [α = β] ∈ Pt ;(Syn.4) si φ,ψ ∈ Pt, alors :a. ¬φ ∈ Pt,b. [φ ∧ ψ], [φ ∨ ψ], [φ → ψ] et [φ↔ ψ] ∈ Pt ;1sauf que dans lo il n'y a pas d'expressions qui dénotent diretement un monde possible w.3



(Syn.5) si φ ∈ Pt, alors 2φ ∈ Pt ; idem pour tous les autres opérateurs modaux (3,P,F,G,H. . .) ;de manière générale : si φ ∈ Pt et si ∗ est un opérateur modal de lo, alors ∗φ ∈ Pt ;(Syn.6) si φ ∈ Pt et v ∈ Vara, alors ∀vφ et ∃vφ ∈ Pt, et ιvφ ∈ Pa ;(Syn.7) si α ∈ Pa et v ∈ Varb, alors λvα ∈ P〈b,a〉 ;(Syn.8) si α ∈ Pa, alors ∧α ∈ P〈s,a〉 ;(Syn.9) si α ∈ P〈s,a〉, alors ∨α ∈ PaConvention de notation 2Dans lo, on s'autorisera, quand 'est possible et utile, à simpli�er l'ériture [[α(β)](γ)] en α(γ, β)(ou [α(γ, β)] si 'est néessaire), et plus généralement [[[[α(β1)](β2)] . . . ](βn)] en α(βn, . . . , β2, β1)(ou [α(βn, . . . , β2, β1)]).Ainsi [[aimer(a)](j)] peut se simpli�er en aimer(j, a).SémantiqueNotation 3Soit A et B deux ensembles non vides. L'ensemble de toutes les fontions qui vont de A vers B senote BA.Nous nous donnons un modèle intensionnel M = 〈A,W, F 〉.Notation 4L'ensemble des dénotations possibles d'une expression de type a est noté Da.Dé�nition 5 (Domaines de dénotation)1. De = A ;2. Dt = {0 ; 1} ;3. D〈a,b〉 = DDa
b , pour a 6= s ;4. D〈s,a〉 = DW
a .Si α ∈ Cnsa et w ∈ W, alors F (w,α) ∈ Da. Si α ∈ Vara, alors g(α) ∈ Da.Dé�nition 6 (Sémantique)(Sem.1) si α ∈ Cnsa, [[α]]M,w,g = F (w,α) ;si α ∈ Vara, [[α]]M,w,g = g(α) ;(Sem.2) [[α(β)]]M,w,g = [[α]]M,w,g([[β]]M,w,g) ;(Sem.3) [[α = β]]M,w,g = 1 ssi [[α]]M,w,g = [[β]]M,w,g ;(Sem.4) [[¬φ]]M,w,g = 1 ssi [[φ]]M,w,g = 0 ;

[[φ ∧ ψ]]M,w,g = 1, ssi [[φ]]M,w,g = 1 et [[ψ]]M,w,g = 1 ;
[[φ ∨ ψ]]M,w,g = 1, ssi [[φ]]M,w,g = 1 ou [[ψ]]M,w,g = 1 ;
[[φ→ ψ]]M,w,g = 1, ssi [[φ]]M,w,g = 0 ou [[ψ]]M,w,g = 1 ;
[[φ↔ ψ]]M,w,g = 1, ssi [[φ]]M,w,g = [[ψ]]M,w,g ;(Sem.5) [[2φ]]M,w,g = 1 ssi pour tout w′ ∈ W [[φ]]M,w′,g = 1 ;
[[3φ]]M,w,g = 1 ssi il existe un w′ ∈ W t.q. [[φ]]M,w′,g = 1 ;(Sem.6) si v ∈ Vara, alors :
[[∀vφ]]M,w,g = 1 ssi pour tout d ∈ Da, [[φ]]M,w,g[d/v] = 1 ;
[[∃vφ]]M,w,g = 1 ssi il existe d ∈ Da t.q. [[φ]]M,w,g[d/v] = 1 ;
[[ ιvφ]]M,w,g = d ssi d ∈ Da et d est l'unique élément de Da t.q. [[φ]]M,w,g[d/v] = 1 ;(Sem.7) si α ∈ Pa et v ∈ Varb, alors [[λvα]]M,w,g est la fontion de DDb

a qui pour tout d ∈ Db donned 7→ [[α]]M,w,g[d/v] ;(Sem.8) si α ∈ Pa, alors [[∧α]]M,w,g est la fontion de DW
a qui pour tout w′ de W donne w′ 7→

[[α]]M,w′,g ;(Sem.9) [[∨α]]M,w,g = [[α]]M,w,g(w). 4


