
Sémantique formelle – λ-calcul typé
Exercices d’entraînement

Sémantique M1, L. Roussarie

Exercice 1 (Types et ebf)

On se donne les variables et constantes 1 suivantes :

– x, y et a sont de type e ;

– p est de type t ;

– P et glop sont de type 〈e, t〉 ;
– Q et voum sont de type 〈e, 〈e, t〉〉 ;
– M et zbly sont de type 〈〈e, t〉, 〈e, t〉〉 ;
– X est de type 〈〈e, t〉, t〉.
Dites si les expressions suivantes sont bien formées, et si oui quel est leur type. Les crochets

les plus extérieurs (le cas échéants) ont été omis 2.

1. [P (y)](x)

2. [Q(a)](a)

3. λxQ(x, y)

4. λx [voum(x)]

5. [λxvoum(x)]

6. λyλxλy [glop(x)]

7. λyλx[λy glop(x)]

8. λy[λxλy glop(x)]

9. λy voum

10. [zbly(glop)](a)

11. zbly([glop(a)])

12. zbly([voum(a)])

13. λP [P (a)](glop)

14. λP [P (a)](voum)

15. λP [P (a)]([voum(a)])

16. λxM

17. M(P )

18. M(p)

19. M(zbly)

20. λx p

21. λx [p(x)]

22. [λx p(x)]

23. ∀X[[X(glop)] ∧ p]
24. [glop(a) ∧ voum(a)]

25. λy∃xQ(x, y)

26. ιP [X(P )]

27. [ ιP X(P )]

28. ιy[Q(y)]

29. X(λx∀y [P (y)→ Q(x, y)])

30. λP P

Exercice 2 (β-réductions)

Effectuer toutes les β-réductions possibles dans les expressions suivantes :

1. [λxaimer(x, y)(y)]

2. [λxaimer(x, x)(a)]

3. [λyλxaimer(x, y)(c)]

4. λy[λxaimer(x, y)(c)]

5. [[λyλxaimer(x, y)(a)](b)]

6. [λy[λxaimer(x, y)(a)](b)]

7. [λzλy[λxaimer(x, y)(z)](b)]

8. [λP P (x, y)(aimer)]

9. [λQλyλx[Q(x, y) ∧Q(y, x)](aimer)]

10. [λP [P (a)](λxpleurer(x))]

11. [[λXλx[X(x)](chat)](d)]

12. [λXλz[[X(z)](z)](λyλxQ(x, y))]

1. Les variables sont en italique et les constantes en gras.
2. C’est-à-dire que des expressions de la forme [Φ] ont été écrites Φ.
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Indices

Exercice 1 Résultats :

1. [P (y)](x) =⇒ mal formée

2. [Q(a)](a) =⇒ t

3. λxQ(x, y) =⇒ 〈e, t〉
4. λx [voum(x)] =⇒ 〈e, 〈e, t〉〉
5. [λxvoum(x)] =⇒ 〈e, 〈e, t〉〉
6. λyλxλy [glop(x)] =⇒ 〈e, 〈e, 〈e, t〉〉〉
7. λyλx[λy glop(x)] =⇒ 〈e, 〈e, 〈e, t〉〉〉
8. λy[λxλy glop(x)] =⇒ 〈e, 〈e, 〈e, t〉〉〉
9. λy voum =⇒ 〈e, 〈e, 〈e, t〉〉〉

10. [zbly(glop)](a) =⇒ t

11. zbly([glop(a)]) =⇒ mal formée

12. zbly([voum(a)]) =⇒ 〈e, t〉
13. λP [P (a)](glop) =⇒ t

14. λP [P (a)](voum) =⇒ mal formée

15. λP [P (a)]([voum(a)]) =⇒ t

16. λxM =⇒ 〈e, 〈〈e, t〉, 〈e, t〉〉〉
17. M(P ) =⇒ 〈e, t〉
18. M(p) =⇒ mal formée

19. M(zbly) =⇒ mal formée

20. λx p =⇒ 〈e, t〉
21. λx [p(x)] =⇒ mal formée

22. [λx p(x)] =⇒ t

23. ∀X[[X(glop)] ∧ p] =⇒ t

24. [glop(a) ∧ voum(a)] =⇒ mal formée

25. λy∃xQ(x, y) =⇒ 〈e, t〉
26. ιP [X(P )] =⇒ 〈e, t〉
27. [ ιP X(P )] =⇒ mal formée

28. ιy[Q(y)] =⇒ mal formée

29. X(λx∀y [P (y)→ Q(x, y)]) =⇒ t

30. λP P =⇒ 〈〈e, t〉, 〈e, t〉〉
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Corrigé

Exercice 1 Types.

1. [ P︸︷︷︸
〈e,t〉

( y︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

( x︸︷︷︸
e

)

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.2)

2. [ Q︸︷︷︸
〈e,〈e,t〉〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

( a︸︷︷︸
e

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

3. λ x︸︷︷︸
e

Q︸︷︷︸
〈e,〈e,t〉〉

( x︸︷︷︸
e
, y︸︷︷︸

e

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2) deux fois + suppression des crochets︸ ︷︷ ︸

〈e,t〉 par (Syn.6)

4. λ x︸︷︷︸
e

[voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.6)

5. [λ x︸︷︷︸
e

voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.2)

6. λ y︸︷︷︸
e

λ x︸︷︷︸
e
λ y︸︷︷︸

e

[glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈e,t〉 par (Syn.6)︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.6)︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)

7. λ y︸︷︷︸
e

λ x︸︷︷︸
e

[λ y︸︷︷︸
e

glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.6)

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.6)︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)
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8. λ y︸︷︷︸
e

[λ x︸︷︷︸
e
λ y︸︷︷︸

e

glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.6)︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉 par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)

9. λ y︸︷︷︸
e

voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉︸ ︷︷ ︸

〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)

10. [ zbly︸ ︷︷ ︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

(glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

(a)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

11. zbly︸ ︷︷ ︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

([glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

)

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.2) : t 6= 〈e, t〉

12. zbly︸ ︷︷ ︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

([voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

)

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

13. λ P︸︷︷︸
〈e,t〉

[ P︸︷︷︸
〈e,t〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈〈e,t〉,t〉 par (Syn.6)

(glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

14. λ P︸︷︷︸
〈e,t〉

[ P︸︷︷︸
〈e,t〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈〈e,t〉,t〉 par (Syn.6)

(voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉

)

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.2) :〈e, 〈e, t〉〉 6= 〈e, t〉

15. λ P︸︷︷︸
〈e,t〉

[ P︸︷︷︸
〈e,t〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t︸ ︷︷ ︸

〈〈e,t〉,t〉

([voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉

( a︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

16. λ x︸︷︷︸
e

M︸︷︷︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉︸ ︷︷ ︸

〈e,〈〈e,t〉,〈e,t〉〉〉 par (Syn.6)
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17. M︸︷︷︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

( P︸︷︷︸
〈e,t〉

)

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

18. M︸︷︷︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

( p︸︷︷︸
t

)

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.2) :t 6= 〈e, t〉

19. M︸︷︷︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

( zbly︸ ︷︷ ︸
〈〈e,t〉,〈e,t〉〉

)

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.2) :〈〈e, t〉, 〈e, t〉〉 6= 〈e, t〉

20. λ x︸︷︷︸
e

p︸︷︷︸
t︸ ︷︷ ︸

〈e,t〉 par (Syn.6)

21. λx [ p︸︷︷︸
t

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.2)

22. [λ x︸︷︷︸
e

p︸︷︷︸
t︸ ︷︷ ︸

〈e,t〉 par (Syn.6)

( x︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

23. ∀X [[ X︸︷︷︸
〈〈e,t〉,t〉

(glop︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

∧ p︸︷︷︸
t

]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.4)︸ ︷︷ ︸

t par (Syn.5)

24. [glop(a) ∧ voum︸ ︷︷ ︸
〈e,〈e,t〉〉

( a︸︷︷︸
e

)

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)

]

︸ ︷︷ ︸
échec de (Syn.4) : ∧ ne peut pas connecter qqchose de type 〈e, t〉

25. λ y︸︷︷︸
e

∃x Q︸︷︷︸
〈e,〈e,t〉〉

( x︸︷︷︸
e
, y︸︷︷︸

e

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2) deux fois + règle de suppression des crochets︸ ︷︷ ︸

t par (Syn.5)︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.6)

26. ι P︸︷︷︸
〈e,t〉

[ X︸︷︷︸
〈〈e,t〉,t〉

( P︸︷︷︸
〈e,t〉

)]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

〈e,t〉 par (Syn.5) : le type du tout est le type de la variable liée par ι

27. [ ιP X︸︷︷︸
〈〈e,t〉,t〉︸ ︷︷ ︸

échec de (Syn.5) : après ιP il faut qqchose de type t

(P )]
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Dans cette expression, on est obligé de commencer par (essayer d’)assembler ιP X, car

les crochets [ ] annoncent que si l’on doit faire une application fonctionnelle (Syn.2), elle

interviendrait à la fin.

28. ιy [ Q︸︷︷︸
〈e,〈e,t〉〉

( y︸︷︷︸
e

)]

︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.2)︸ ︷︷ ︸

échec de (Syn.5) ( ι)

29. X︸︷︷︸
〈〈e,t〉,t〉

(λ x︸︷︷︸
e
∀y [ P︸︷︷︸

〈e,t〉

( y︸︷︷︸
e

)

︸ ︷︷ ︸
t

→ Q︸︷︷︸
〈e,〈e,t〉〉

( x︸︷︷︸
e
, y︸︷︷︸

e

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2) (et suppressions de crochets)

]

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.4)︸ ︷︷ ︸

t par (Syn.5)︸ ︷︷ ︸
〈e,t〉 par (Syn.6)

)

︸ ︷︷ ︸
t par (Syn.2)

30. λ P︸︷︷︸
〈e,t〉

P︸︷︷︸
〈e,t〉︸ ︷︷ ︸

〈〈e,t〉,〈e,t〉〉 par (Syn.6)

Exercice 2 β-réductions.

1. [λxaimer(x, y)(y)]
β
≡ aimer(y, y)

2. [λxaimer(x, x)(a)]
β
≡ aimer(a,a)

3. [λyλxaimer(x, y)(c)]
β
≡ λxaimer(x, c)

4. λy[λxaimer(x, y)(c)]
β
≡ λy aimer(c, y)

5. [[λyλxaimer(x, y)(a)](b)]
β
≡ [λxaimer(x,a)(b)]

β
≡ aimer(b,a)

6. [λy[λxaimer(x, y)(a)](b)]
β
≡ [λxaimer(x,b)(a)]

β
≡ aimer(a,b)

Ici on peut aussi procéder en commençant par β-réduire sur λx :

[λy[λxaimer(x, y)(a)](b)]
β
≡ [λy aimer(a, y)(b)]

β
≡ aimer(a,b)

7. [λzλy[λxaimer(x, y)(z)](b)]
β
≡ λy[λxaimer(x, y)(b)]

β
≡ λy aimer(b, y)

Ou bien :

[λzλy[λxaimer(x, y)(z)](b)]
β
≡ [λzλy aimer(z, y)(b)]

β
≡ λy aimer(b, y)

8. [λP P (x, y)(aimer)]
β
≡ aimer(x, y)

9. [λQλyλx[Q(x, y) ∧Q(y, x)](aimer)]
β
≡ λyλx[aimer(x, y) ∧ aimer(y, x)]

10. [λP [P (a)](λxpleurer(x))]
β
≡ [λxpleurer(x)(a)]

β
≡ pleurer(a)

11. [[λXλx[X(x)](chat)](d)]
β
≡ [λx[chat(x)](d)]

β
≡ [chat(d)]

12. [λXλz[[X(z)](z)](λyλxQ(x, y))]
β
≡ λz[[λyλxQ(x, y)(z)](z)]

β
≡ λz[λxQ(x, z)(z)]

β
≡ λz Q(z, z)
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