Méthode des contre-exemples (LP)
Fxercices

Logique — Licence SDL

Exercice 1
Utilisez la méthode des contre-exemples pour montrer si les formes de raisonnement
suivantes sont valides ou non :

Lp—=(qgVr),=(gAr)/-p

(p—=4q) = r,-r/~(=pVa)

/p— (¢ = p)
pA=(mgA-r),p— —r/q
(pVr)—=(qNs),ms,—p+rq/qVr
pVr,p—q,r<>s/qVs

(pAT) = q.q—=(PNQ)/p+rq
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Exercice 2
Les formes de raisonnement suivantes sont-elles valides ou non valides ?

1. VeBx — Yx(Cx A Bx),~3x—Bx/Cb

Va(Az V Bz),Yx(Bx V Cza) /Ne(Az V Cza)
Vx—(JyDzxy N Az), Dab/Aa — JxVy—-Dxy
VyBay — Yy—Cay/3xVy—(Bxy A Czy)
Va3dyBxy /VNrBrx
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Exercice 3
1. Aucun étudiant n’est ignorant
Les gens ignorants sont tous superficiel
Aucun étudiant n’est superficiel

2. Quelques réves sont épouvantables
Aucun agneau n’est épouvantable
Quelques réves ne sont pas des agneaux




Solutions

Exercice 1

L.p—=(qgVr),=(gAr)/—p
Arbre de contre-exemple :

) (¢):0 (r):0
1 OK

La valuation V' telle que V(p) = V(q) = 1 et V(r) = 0 est un contre-
exemple. Le raisonnement n’est pas donc pas valide. La valuation V' est

aussi une contre-valuation : V'(p) = V'(r) =1 et V'(q) = 0.
2. (p—=q) = ror/=(=pVq)

(r):0
( 1955?>:}5
/\
{p— 0! (rJ)_:l
(p):1
(¢):0
N
=pyt (@)1
1
p):0

1
Le raisonnement est donc valide.

3. /p— (qg—p)



Le raisonnement est valide. C’est une tautologie.

4. pAN=(=gAN-r),p— —r/q

{p-A=f=gA=rHt, {p——r)t, (¢):0

Le raisonnement est donc valide.

5 (pVr)—=(qNs),s,~p<rq/qVr



(q):0
(r):0
(5):0
/\
| | | |
(p):0 (q):1
(r):0 (s):1
N 1
(¢):1  (g):0
1 |
(p):1
1

Le raisonnement est donc valide.
6. pVr,p—q,r<>s/qVs
(pVr)l (p—q)l,(r< s)l(qgVs)0

(q):0
/(8):0\
(p):1 (r):1

Le raisonnement est donc valide.

7. (pAT) = q,9—=(pNq)/pq



(pAT) = @)1, (= (pAg):1,(p+ q):0

(pAT):0 (9):1
/\ \

On a au moins la valuation V telle que V(p) =1 et V(¢q) = V(r) = 0 qui est
un contre-exemple a ce raisonnement. Il est donc non valide.

Exercice 2

On numérote avec un exposant chaque hypothese de ’arbre pour indiquer
l'ordre dans lequel on l'a simplifiée. Cela nous évitera alors d’utiliser les * : a
la place on aura un numéro sur une hypotheése non barrée.

1. VeBx — Va(Cx A Bx),~3x—Bx/Cb
(B NalCaABe))1!, (=3e—Bz):13, (Ch):0

VeBxy0*>  (Vz(Cx A Bx)):1
| |

(Ba):0 (Ch):1
(3z—-Bx):0* (Bb):1
| 1
(=Ba):0
(Ba):1
L

Le raisonnement est valide.
2. Vz(Az V Bzx),Vx(Bz V Czxa) Nz (Az V Cza)



(Vz(Az V Bx)):13, (Vo (Bz V Cxa)):1°, {e{Az--Cra)):6!

(Bb):1 (Cba):1
OK 1

Le raisonnement est non valide.
Important : comme a est aussi présente, il faut vérifier comment elle se com-
porte dans ce raisonnement ; et ce n’est pas aléatoire, car on a (Vo (Az V Bz)):1
et (Vx(Bz V Cza)):1 qui sont toujours actifs.
En fait, ici nous avons trouvé un début de contre-modele : a savoir qu’il
comporte deux individus nommés a et b. On sait que b vérifie B, qu’il ne
vérifie pas A et que b n’est pas en relation C' avec a ((Cba) : 0). Mais on ne
connalt pas completement A et B car on ne sait pas si a les vérifie. Il faut
donc compléter la construction du contre-exemple de la maniére suivante :

{Aae-Bea)t (application de 3)

(Aa):1 (Ba):1
| |
{Ba~v-Caart {Bav-Caart (application de 5)

/\ /\

(Ba):1 (Caa):1 (Ba):l (Caa):1

On voit qu’on ne peut pas avoir, par exemple, Aa sans Ba ou sans Caa.
Par conséquent, un contre-modele qui fait 'affaire est un modele qui com-
porte a et b et tels que a vérifie A et B, b vérifie B mais pas A et b n’est
pas en relation C avec a. Exemple : M = (A, I) avec A = {ANNE ; BEA}
et I(a) = ANNE, I(b) = BEA, I(A) = {ANNE} et I(B) = {ANNE ; BEA} et
I(C) = @ (on peut aussi proposer : I(C') = {(ANNE, ANNE) }, entre autres).

3. Ve—(JyDzxy N Ax), Dab/Aa — JxVy—Dxy



(Vz—(FyDzy A Az)):1°, (Dab):1, {Ae— Fe¥y—Dxy):0'
|

(Aa):1

|
(IzVy—Dxy):0?

Le raisonnement est valide.
4. YyBay — Yy—Cay/3xVy—(Bzy N Cxy)

(VyBay — Yy—Cay):1*, (3x¥y—(Bxy A Cxy)):0!

/\
t¥yBay)e®  (Yy-Cay):1

|
(Bac):0
OK

Raisonnement non valide. Le contre-modele comprend 3 individus nommés
a, b et ¢, tels que a est en relation B avec b et a est aussi en relation
C avec b. Par exemple M = (A, I) avec A = {ALEX ; BoB ; CARL}
et I(a) = ALEX, I(b) = BoB, I(c) = CARL, I(B) = {(ALEX,BOB)} et

I(C) = {(ALEX, BoB)}.
5. VaedyBxy/VxBxx



(VadyBzy): 14, {(YeBzx):6!
|

(Baa):0
|
K
(Bab):1

OK
avec aussi (JyBby):1

Le raisonnement est non valide. Pour que le contre-exemple soit complet
il faut aussi une valeur pour Bba et Bbb, a cause de (JyBby):1. N'importe
lesquels feront l'affaire. Par exemple, un contre-modele est : M = (A, I).

A={0;0}. I(a) =0, I(b) = O, I(B) = {(00,0) ; (0,0)}.

Exercice 3

1. Prenons les clés suivantes :

— Fx =~ z est étudiant ;

— Iz =~ x est ignorant ;

— Sz = z est superficiel.

Le raisonnement est alors : Vz(Ez — —lx)
Ve(lz — Sx)
Vr(Ex — —Sx)

Arbre de contre-exemple en figure 1.

Vo(Ex — —lz):1, Ve(lx — Sx):1, ¥eFe——S2)0

(Ia):0 (Sa):1
OK OK

F1GURE 1 — Arbre de contre-exemple de 1



On a trouvé un contre-exemple, c¢’est un modele M qui contient au moins un
individu a (appelons-le Alfred) tel que Alfred est un étudiant non ignorant
mais superficiel. En effet on a : Vi (Fa) = Vy(Sa) = 1 et Vyy(la) = 0. Le
raisonnement n’est donc pas valide.

. Clés :

— Rz =~ x est un réve;

— Ex =~ x est épouvantable ;

— Az =~ x est un agneau.

Traduction du raisonnement : Jz(Rx A Ex)
Vr(Ar — —FEx)
Jx(Rx A —Ax)

Arbre de contre-exemple (les hypotheses sont traitées dans 'ordre) :

Fe(ReASxrt, Ve (Ar — —FEx):1, Jz(Rx A —Ax):0

1 (Aa):1
|

1
Il n’y a pas de contre-exemple ; le raisonnement est donc valide.



