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Chapitre 2Sémantique vérionditionnelle et alul desprédiats
2.1 Introdution à la sémantique vérionditionnelle2.1.1 Sens, dénotation et référeneLes phrases (ou énonés) de la langue nous permettent de parler des hoses,du monde, 'est-à-dire de la réalité. Elles nous permettent assurément d'exprimeret de faire d'autres hoses, mais il semble très di�ile d'éarter ette voation àommenter le réel. Par onséquent la sémantique doit être amenée à s'intéresser �entre autres � aux rapports entre les entités linguistiques (mots, syntagmes, phrases)et les entités du monde (hoses). Il y a beauoup de manières (philosophiques ouognitives, pratiques ou théoriques) d'envisager es rapports1. Nous allons nous entenir à une vision assez laire et très lassique, initiée par Frege (1892b)2 dans sonélèbre artile � Über Sinn und Bedeutung � (en français � Sens et dénotation �).Partant d'une démarhe avant tout philosophique, en herhant à asseoir so-lidement une théorie générale de la onnaissane, Frege pose une distintion fon-damentale entre d'une part le sens et d'autre part la dénotation d'une expressionlinguistique � les termes originaux employés par Frege sont respetivement Sinn etBedeutung. Notons tout de suite que Bedeutung est parfois traduit par référene(ou référent)3, ela se présente parfois omme une variante terminologique libre ;1Il n'est pas de mise, dans et ouvrage, de défendre, ni même de justi�er un ertain paradigmede théorie sémantique, en l'ourrene elui de la sémantique formelle vérionditionnelle. Ce pa-radigme est ii tenu pour admis � ne serait-e que par hypothèse de travail � puisque le présentmanuel se onsare à le présenter. C'est d'ailleurs à et égard plus qu'une hypothèse, 'est unprésupposé. Et ela inlut fondamentalement une inontournable relation entre la langue, en tantque système, et e qui lui est, d'une manière ou d'une autre, extérieur et que nous appellerons iila réalité. Sur e point et en partiulier sur e qu'il onvient de onevoir omme réalité extra-linguistique dans une perspetive sémantique, je ne peux que reommander la leture du premierhapitre de Kleiber (1999).2Frege (1892b), ainsi que Frege (1892a), sont des letures très abordables et inontournables.Les travaux de Frege peuvent être tenus pour le point de départ de la sémantique formelle (ainsique de la logique moderne).3Il faut ajouter que dans le langage ourant, 'est-à-dire hors du voabulaire tehnique des lin-guistes, Bedeutung est aussi traduit par signi�ation. Mais ette tradution n'est guère appropriéepour nommer la notion identi�ée par Frege ; de plus nous essaierons ii de ne pas retenir signi-�ation omme un terme tehnique, 'est-à-dire que nous ne lui attribuerons pas une dé�nitionpréise et sienti�que, et nous l'utiliserons dans son aeption quotidienne.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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32 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsependant nous ferons ii (dans les pages qui suivent) une distintion subtile entreréférene et dénotation.Dé�nition 2.1 (Dénotation)La dénotation d'une expression linguistique est l'objet du monde que ette expres-sion désigne.Cette dé�nition est une première approximation et nous la ra�nerons plus tard.Regardons tout de suite l'exemple de Frege : � l'étoile du matin � et � l'étoile dusoir �. Ces deux expressions ont la même dénotation ar elles désignent le mêmeobjet éleste : la planète Vénus4. La dénotation est don ette notion qui inarnediretement la relation entre les éléments linguistiques et les entités de la réalité.Cependant Frege montre que la dénotation ne peut pas su�re à dérire le r�le(qu'on appellera plus tard sémantique) d'une expression dans une phrase, et quee qui importe 'est, �nalement, le sens de l'expression. Et � l'étoile du matin � et� l'étoile du soir � n'ont pas le même sens. C'est e que révèle, par exemple, le testde substitution suivant :(1) L'étoile du matin est l'étoile du soir.(2) L'étoile du matin est l'étoile du matin.La phrase (2) est obtenue en remplaçant dans la phrase (1) le seond groupenominal (l'étoile du soir) par un autre groupe nominal qui a la même dénotation(en l'ourrene l'étoile du matin). Cette phrase (2) est vraie par néessité, elle lesera toujours, sa vérité est insrite dans sa forme : 'est une tautologie. Et en tantque telle, elle n'apporte auune information pertinente. En revanhe, la phrase (1),elle, apporte de l'information, elle est intéressante, elle n'est pas une tautologie. Cesdeux phrases sont loin d'être synonymes : elles ne disent pas la même hose. Puisque� l'étoile du matin � et � l'étoile du soir � ont la même dénotation, rien ne distingue(2) de (1) du strit point de vue dénotationnel. D'ailleurs on s'en tenait uniquementaux dénotations, les deux phrases reviendraient simplement à un shéma équatif dela forme : �vénus = vénus�. On voit bien que e qui les distingue, 'est autre hose :'est le sens des expressions qu'elles ontiennent.Comment Frege dé�nit-il le sens ? Si la dénotation est l'objet du monde désignépar l'expression, son sens est � le mode de donation � de et objet. Par mode dedonation, il faut omprendre e qui nous donne la dénotation de l'expression. Onpeut voir le sens omme une onstrution linguistique5, 'est-à-dire la fontion in-telletuelle qui permet d'appréhender un objet du monde à partir d'une expression.Adoptons ette dé�nition.Dé�nition 2.2 (Sens)Le sens d'une expression est e qui nous permet de onnaître la dénotation de etteexpression.4A noter que le nom propre � Vénus � a ii, lui aussi, ette même dénotation.5Frege insiste sur la distintion entre le sens et la représentation mentale (et don subjetive)que le louteur peut se faire d'un objet. Le sens est onventionnel, onsensuel dans la mesure oùil est anré au ode de la langue.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.1. Introdution à la sémantique vérionditionnelle 33Le sens n'est don pas la dénotation, mais il est dé�ni à partir d'elle. On peutle voir omme une sorte de méanisme d'attribution d'objets à des expressions dela langue. Cela peut paraître un peu abstrait de prime abord (mais après tout,le sens est une notion relativement abstraite), mais nous verrons au �l des pagesde e manuel (jusqu'au hapitre 4) que la dé�nition de Frege est su�sante pourdévelopper notre théorie sémantique et pour reevoir une formalisation préise.Voii une autre paire d'expressions qui ont la même dénotation mais des sensdi�érents : � le vainqueur d'Iéna � et � le vainu de Waterloo �6. Ii la di�érenede sens ne réside pas dans l'éventuel ontraste de onnotations � a�etives � ouappréiatives qui pourraient venir se gre�er sur les mots vainqueur et vainu. Lessens de es deux groupes nominaux di�èrent ar pour en onnaître les dénotations, ilfaut être au fait, d'une part, de l'issue de la bataille d'Iéna, savoir qui l'a remportée(et don savoir e qui signi�e vainqueur), et d'autre part, savoir qui a perdu labataille de Waterloo (en sahant don e que signi�e vainu). Il se trouve que dansles deux as, la réponse est Napoléon, qui est la dénotation ommune des deuxexpressions, mais on voit bien qu'on y a aédé par deux heminements ('est-à-dire deux sens) distints.Frege souligne que di�érentes expressions de la langue peuvent avoir le mêmesens (la somme de 1 et 3 et la somme de 3 et 17), que des expressions de sensdistints peuvent avoir la même dénotation (par exemple l'étoile du matin et l'étoiledu soir), et des expressions peuvent avoir un sens mais pas de dénotation (parexemple on peut onevoir le sens de la suite qui onverge le moins rapidementbien qu'elle n'existe pas ; de même pour le plus grand nombre premier ou un erlearré ; et 'est préisément pare que l'on perçoit leurs sens que l'on sait que esexpressions n'ont pas de dénotation).Référene et référent Avant de poursuivre, ouvrons une petite parenthèse ter-minologique et notionnelle qui pourra s'avérer utile par la suite. Le terme de ré-férene est souvent employé omme synonyme de dénotation, et e en vertu de ladé�nition qu'on lui assigne ouramment. En e�et on appelle référene la relationqui s'établit entre une expression et e dont parle un louteur en utilisant etteexpression. Ainsi on dira que � le vainqueur d'Iéna � fait référene, ou réfère, àNapoléon. Et on dira onséquemment que Napoléon est le référent de l'expression.Cela oïnide bien ave la dénotation.Cependant on peut (et même on doit) appréhender es deux notions de deuxpoints de vue di�érents. D'une ertaine manière, la référene a un pied dans lapragmatique, dans la mesure où sa dé�nition fait intervenir le louteur. On peutd'ailleurs faire ii une remarque similaire à elle faite en � 1.3.2 (p. 26) sur l'idée devouloir dire : si on peut dire que le groupe nominal � le vainqueur d'Iéna � fait ré-férene à Napoléon, on peut dire que 'est également le louteur qui, en prononçant6Exemple tiré de Lyons (1977), qui l'emprunte à Husserl.7Cet exemple est loin d'être trivial. On le sait, une simple modi�ation de l'ordre des mots peutavoir des réperussions sémantiques non négligeables, y ompris dans les expressions qui parlentd'opérations mathématiques. Comparez le produit de 3 par 2 vs. le produit de 2 par 3 ave ladivision de 3 par 2 vs. la division de 2 par 3.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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34 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatse groupe nominal, fait référene à Napoléon. Il s'ensuit que la référene se présenteomme un lien ontingent entre une expression employée et un objet du monde ;elle pointe sur e à quoi le louteur pense lorsqu'il utilise telle ou telle expression.C'est don un fait attahé à un énoné et dont est responsable le louteur ; ertainsphilosophes parlent d'ailleurs à e propos d'ate de référene8. Au ontraire ononsidérera que la dénotation est une propriété sémantique (don linguistique) desexpressions et que ette propriété est envisageable indépendamment du ontexte etde e que pense le louteur. Bien entendu il ne s'agit pas là d'une violente opposi-tion de notions ; 'est, omme nous l'avons dit, une question de points de vue. Etdans la plupart des as, 'est pare que telle expression a la propriété de dénotertel objet qu'un louteur la hoisira pour faire référene à l'objet en question. C'estpourquoi les deux notions se superposent très simplement, surtout lorsque l'on sefoalise sur les propriétés sémantiques des produtions linguistiques, omme nousle ferons dans l'essentiel de e manuel (même si nous revendrions un peu sur laquestion dans le hapitre 3, � 3.3.4).2.1.2 Sens et onditions de véritéRevenons à l'opposition entre sens et dénotation. Ce que nous avons illustréjusqu'ii s'applique à des groupes nominaux (gn), et plus préisément à des gn quifontionnent omme des noms propres. Dans son artile, Frege préise égalemente que sont le sens et la dénotation d'une phrase délarative. Dans ses termes, lesens d'une phrase est une pensée (Gedanke, en v.o.), et sa dénotation la valeur devérité de la phrase.La valeur de vérité d'une phrase, 'est tout simplement vrai ou faux, selon quela phrase en question est jugée vraie ou fausse. Nous retrouvons ii le r�le importantque joue la vérité dans la théorie sémantique (f. � 1.2.1 au hapitre préédent).Cela peut paraître un peu ontre-intuitif de onsidérer es onepts abstraits, levrai et le faux, omme des dénotations, 'est-à-dire des objets du mondes, au mêmetitre que e que nous avons déjà vu, par exemple une planète ou un être humain(qui eux sont des objets tangibles). Mais examinons un instant e qu'est au justela vérité d'une phrase. Une phrase est vraie, ou jugée vraie, si elle est onformeà la réalité, 'est-à-dire aux faits qui onstituent l'agenement du monde tel qu'ilest ; et la phrase est jugée fausse dans le as ontraire. On onstate don que lesvaleurs de vérité ont à voir ave l'univers des dénotations, la réalité. Il y a d'autresjusti�ations à ette proposition de Frege. L'une d'elles est que la valeur de véritéd'une phrase ne hange pas si dans ette phrase on remplae un onstituant, parexemple un gn, par un autre qui à la même dénotation. C'est e qu'illustrent lesexemples (3) et (4) : si (3) est vraie, alors forément (4) l'est aussi, ar les deuxgn sujets ont la même dénotation (les deux phrases parlent du même individu).8Le titre de l'artile de Strawson (1950), � On referring �, a été traduit en français par � Del'ate de référene �, et le hapitre 4 de Searle (1969) s'intitule, dans la tradution française,� La référene omme ate de langage �. Sur la distintion entre référene et dénotation, on peutégalement se reporter au hapitre 7 de Lyons (1977), en prenant garde au fait qu'il a un usageterminologique légèrement di�érent de elui que nous adoptons ii � notamment onernant ladénotation.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.1. Introdution à la sémantique vérionditionnelle 35En revanhe si on leur substitue un gn qui di�ère par sa dénotation, omme en(5), la valeur de vérité de la phrase peut hanger. Cela vient appuyer l'idée que ladénotation du tout (ie la valeur de vérité de la phrase) est étroitement déterminéepar la dénotation de ses parties (entre autres ses gn).(3) Le vainqueur d'Iéna est mort en 1821.(4) Napoléon est mort en 1821.(5) Jules César est mort en 1821.En�n ajoutons que l'assimilation de la dénotation d'une phrase délarative àsa valeur de vérité permet de quali�er sémantiquement les di�érents types (gram-matiaux) de phrases de la langue. Toutes les phrases délaratives, et seulementelles, ont (ou dénotent) une valeur de vérité, et en ela elles s'opposent aux interro-gatives, impératives et exlamatives. En vertu de la proposition de Frege, on peutdon établir que les di�érents types de phrase se aratérisent sémantiquement pardi�érents types de dénotation9.Venons-en maintenant au sens des phrases délaratives. L'inter-relation entresens et dénotation, que pose Frege, vaut toujours ii : le sens est e qui nous permetde trouver (systématiquement) la dénotation (possible) d'une expression. Cela vanous permettre d'appréhender un peu plus lairement la notion de sens, qui jusqu'iirestait un peu énigmatique. Appliqué aux phrases, ela nous donne le prinipesuivant.Prinipe 2.1Comprendre une phrase 'est être apable, d'une manière ou d'une autre, de jugerde sa vérité.Et omprendre une phrase signi�e en perevoir le sens. Le prinipe ne fait donrien d'autre que de reformuler la dé�nition 2.2 pour le as partiulier des phrases.Mais il faut expliiter un peu e � d'une manière ou d'une autre �. Souvenons-nous que la vérité d'une phrase n'est jamais absolue. Elle dépend de ironstanes(as de �gure), et préisément les ironstanes qui forment la réalité, qui fontque le monde est tel qu'il est. Ainsi si l'on sait qu'une phrase donnée est vraieou fausse, 'est que l'on onnaît ertaines informations sur l'état du monde. Etréiproquement, si on dispose des informations néessaires, on saura dire si unephrase (que l'on omprend) est vraie ou fausse. En bref, omprendre une phrase,'est savoir e�etuer un appariement entre elle et la on�guartion du monde. Celanous permet d'expliiter le prinipe préédent de la manière suivante.Prinipe 2.2 (Sémantique vérionditionnelle)Connaître le sens d'une phrase (délarative) 'est savoir omment doit, ou devrait,être le monde pour que ette phrase soit vraie.9Nous n'aborderons pas dans e manuel la sémantique des phrases non délaratives (au delàdes remarque d'ordre pragmatique faites au hapitre préédent). Mais nous indiquerons quelquespistes et quelques renvois bibilographiques dans le dernier hapitre. A présent, dans e qui suit,le terme phrases tout ourt sera utilisé pour faire référene simplement aux phrases délaratives.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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36 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsPour dire les hoses autrement : savoir e que signi�e une phrase, 'est savoirdans quelles onditions elle est vraie. C'est pourquoi on onsidère que le sens d'unephrase onsiste en ses onditions de vérité. Lorsqu'une théorie sémantique s'appuiesur e prinipe, elle est dite vérionditionnelle. Nous allons voir un exemple deformulation de onditions de vérité (et nous en verrons beauoup d'autres tout aulong de e manuel), mais auparavant il est néessaire de bien appuyer e point :savoir dans quelles onditions une phrase est vraie ne signi�e pas savoir si elle este�etivement vraie. C'est pour ette raison que le prinipe 2.1 insiste sur � êtreapable �. Ce � être apable � sous-entend � si on a les informations néessairessur le monde �. Mais en soi, es informations ne sont pas utiles pour onnaître lesens d'une phrases. Prenons par exemple (6) :(6) Il y quatorze planètes qui gravitent autour de l'étoile Sirius.Personne, y ompris les astrophysiiens, ne onnaît aujourd'hui la dénotationde ette phrase, mais elle est parfaitement ompréhensible : son sens est lair.C'est-à-dire que l'on sait dire dans quels as elle s'avérera vraie : (6) est vraie si etseulement s'il existe dans la galaxie au moins quatorze objets qui sont de grandesmasses de matière à peu près sphériques, ie des planètes, qui se déplaent sur destrajetoires irulaires ou elliptiques autour d'un objet très grand et lumineux,une étoile, onnu sous le nom de Sirius. Cette desription onstitue préisément lesonditions de vérité de (6). Reste à savoir si notre univers véri�e bien es onditions� auquel as (6) sera admise omme vraie � et 'est l'observation astronomique quipourra nous le dire, et se faisant, augmentera notre onnaissane du monde (enl'ourrene de l'univers ou du osmos).Ainsi, établir la vérité ou la fausseté, 'est-à-dire la dénotation, des phrases,d'une manière générale, n'est pas l'a�aire des sémantiiens10 mais plut�t des sien-ti�ques de la nature, des historiens, des philosophes et., voire des juges ou desdétetives. Connaître les dénotations n'est pas une �n en soi en sémantique, maiss'interroger sur les dénotations est un moyen de dérire le sens. C'est e que ditle prinipe 2.2, ar on peut en tirer la règle méthodologique suivante : dérire lesens d'une expression 'est spéi�er les règles de alul de sa dénotation ; on n'apas besoin de mener e alul jusqu'au bout, ar pour ela il faudrait onnaître desinformations plus ou moins préises sur le monde, 'est pourquoi il faut s'assurerque es règles de alul puissent marher pour n'importe quelle on�guration dumonde.Pour terminer et résumer ette setion, voii un autre exemple. Soit la phrase :(7) Le père d'Alexandre le Grand était boiteux.Et supposons que je vous demande la dénotation de ette phrase, ie que jevous demande si elle est vraie ou fausse. A priori, vous ne savez probablementpas répondre. Mais si vous voulez trouver la solution, que pouvez-vous faire ? Vouspouvez, par exemple, aller onsulter une enylopédie ou un livre d'Histoire, qui10Sauf bien sûr lorsqu'il s'agit de phrases qui portent sur le sens linguistique.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.1. Introdution à la sémantique vérionditionnelle 37donnera des informations historiques sur le monde ; mais vous n'irez ertainementpas onsulter un ditionnaire de langue omme le Petit Robert. Vous iriez regarderun ditionnaire seulement si vous aviez un doute sur le sens de ette phrase, oude ertaines de ses parties ; et le ditionnaire vous aiderait ainsi à déterminer lesonditions de vérités de (7). Mais e n'est pas e dont vous avez besoin, ar vousonnaissez es onditions de vérité ; elles disent approximativement qu'il faut et ilsu�t qu'il ait existé un individu de sexe masulin qui avait, disons, un jambe plusourte que l'autre et qui avait un �ls onnu sous le nom d'Alexandre le Grand11. Cedont vous avez besoin, et que vous pourrez trouver dans une enylopédie, 'est uneinformation sur les faits réels (historiques) : une information d'ordre � anatomique �sur l'homme qui était le père d'Alexandre. Ensuite vous n'avez plus qu'à véri�ersi ette information enylopédique respete ou non les onditions de vérité de laphrase, pour en déduire la dénotation.2.1.3 La ompositionnalitéJusqu'à présent, nous avons vu les dénotations des gn et des phrases. Noussavons quel genre de dénotation orrespond à (au moins) ertains gn : des objetsdu monde ; et quel genre de dénotation orrespond aux phrases délaratives : levrai ou le faux. Evidemment, on sera intéressé de onnaître aussi à quels genres dedénotation orrespondent les autres atégories de onstituants (parties du disours)de la langue : les verbes, les noms (substantifs), les adjetifs, les déterminants, lesprépositions, et. Nous verrons ela au fur et à mesure dans les pages qui suivent,ar en fait il sera assez simple de déduire es types de dénotations les unes desautres. Pour le moment, je vais introduire un prinipe important de la sémantiquevérionditionnelle, et qui justement permettra de déduire les types de dénotationdes autres atégories grammatiales.Il s'agit du prinipe de ompositionnalité12. Nous l'avons entr'aperçu dans lasetion préédente en disant que la dénotation du tout dépend de la dénotation deses parties. Mais le prinipe va plus loin. En voii une première formulation quel'on retrouve assez ouramment dans la littérature :Prinipe 2.3 (Prinipe de ompositionnalité (i))La signi�ation d'une expression dépend de la signi�ation de ses parties.Notons tout d'abord que ette formulation utilise un terme que nous n'avonsguère manipulé : � signi�ation �. Il s'agit ii de e que nous avons dé�ni préé-demment omme le sens. Mais si le prinipe 2.3 est ainsi formulé, 'est souvent11Ces onditions de vérité sont approximatives ar d'abord on peut être boiteux pour une autreraison que elle indiquée ii, et ar aussi e n'est pas exatement ainsi que l'on spéi�e les onditionsde dénotation pour un gn dé�ni omme � le père de... � ; nous y reviendrons au hapitre suivant,� 3.3.4.12Le prinipe est parfois aussi appelé prinipe de Frege, e qui est sujet à aution ar Fregen'en a jamais fait mention dans ses érits. Cependant on onsidère habituellement que le prinipeest partiulirement fregéen dans l'esprit. Pour plus détails sur la ompositionnalité, voir Partee(1984).() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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38 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatspour tirer pro�t du aratère peu tehnique du terme de signi�ation, ar le prin-ipe s'applique également à la dénotation des expressions (don ii signi�ationreouvre à la fois sens et dénotation).Maintenant examinons e qu'exprime et implique e prinipe. La omposition-nalité repose naturellement sur l'idée de omposition, et de son opération inverse,la déomposition. En ela elle inarne simplement le proédé d'analyse (au senspremier du terme) sémantique : on reonstitue le sens d'une expression en la dé-omposant en ses parties, es parties ont elles-mêmes un sens et es � petits � sensse omposent (ou ombinent) entre eux pour donner le sens de l'expression globale.On peut voir ela omme une arithmétique sémantique élémentaire. Mais le prin-ipe a des fondements plus importants, ar il illustre en quelque sorte le pendantsémantique de l'aspet génératif de la desription grammatiale dé�ni par Chom-sky (1957). Nous sommes apables d'interpréter une in�nité potentielle de phrasesde la langue, même si nous n'avons j'amais entendu ou lu es phrases. Il est évidentque nous n'apprenons des listes de sens de phrases les uns après les autres, puisquees phrases sont en nombre in�ni. Nous omprenons une phrase pare que nousonnaissons le sens de ses onstituants (syntagmes, mots, morphèmes) et que noussavons assembler es sens. C'est e que pose le prinipe de ompositionnalité, demanière assez strite ar il semble assujettir fermement le sens d'une phrase à eluide ses unités onstituantes.A et égard, plusieurs ritiques ont été émises à l'enontre du prinipe. J'enmentionnerai et ommenterai ii trois13. Le première, et la moindre, est qu'il nesu�t pas de onnaître le sens des mots pour établir le sens d'une phrase, il est éga-lement néessaire de tenir ompte de son ordonnanement syntaxique. Cela paraîtévident si l'on ompare (8a) et (8b) où les mêmes mots n'oupent pas la mêmeposition syntaxique.(8) a. Un hélioptère a survolé un porte-avion.b. Un porte-avion a survolé un hélioptère.C'est pourquoi le prinipe de ompositionnalité est généralement amendé de lafaçon suivante :Prinipe 2.4 (Prinipe de ompositionnalité (ii))La signi�ation d'une expression est fontion de la signi�ation de ses parties et deleur mode de ombinaison syntaxique.C'est ette version du prinipe que nous prendrons en ompte dorénavant. No-tons au passage que, dans sa formulation, � dépendre � a été remplaé par � êtrefontion �, e qui revient au même ; on dit aussi parfois que la signi�ation d'uneexpression est une fontion de la signi�ation de ses parties et., e qui donne unpetit air mathématique au prinipe, mais nous prépare également à des élémentsde formalisation que nous verrons au hapitre 5.13Voir Godard (2006) pour un panorama plus détaillé.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.1. Introdution à la sémantique vérionditionnelle 39Une autre ritique repose sur le fait que le sens d'une phrase dépend également(et parfois totalement) du ontexte, e que le prinipe ne mentionne pas. Nous enavions fait l'expériene au hapitre préédent notamment ave les impliatures, lessigni�ations illoutoires et les ates de langage indirets. Mais, omme je l'avaispréisé, es signi�ations pragmatiques se distinguent du sens littéral, qui est e quifait l'objet de l'étude sémantique (dans e manuel). La ompositionnalité est unepropriété sémantique du langage et ne onerne véritablement que les sens littéraux.Et 'est au-delà de l'appliation du prinipe (et don de l'analyse sémantique) ques'opère un alul interprétatif pragmatique, qui n'annule ependant pas la validitédu prinipe de ompositionnalité ar le sens littéral sert de point de départ à ealul.En�n, la troisième ritique onerne les expressions idiomatiques, 'est-à-diredes expressions plus ou moins �gées et souvent imagées telles que asser sa pipe,prendre une veste, surer les fraises ou jeter le bébé ave l'eau du bain et. Lapartiularité de es expressions est que non seulement leur sens ne se résume pas àla omposition du sens de leurs parties, mais en plus qu'il n'a souvent rien à voir.Lorsque l'on dit de quelqu'un qu'il va jeter le bébé ave l'eau du bain, il n'y a sou-vent auun bébé dans l'histoire. Mais si à es expressions on applique le prinipede ompositionnalité � jusqu'au bout �, on obtient un sens littéral qui n'est généra-lement pas elui voulu par le louteur. Et il ne s'agit pas ii d'impliatures, ar lessens des idiomes est parfaitement odi�é et onventionnel, on peut le trouver dansun ditionnaire. C'est là une réelle mise en éhe de la ompositionnalité ; mais il ya néanmoins une manière de ontourner e problème en prenant la préaution sui-vante : on onsidère que les idiomes sont des expressions omposées (des loutions)et qui à e titre ne doivent pas être déomposées sémantiquement, mais plut�t êtretraitées d'un blo (après tout asser sa pipe, par exemple, n'est qu'une manièreoquette de dire mourir) en y empêhant l'appliation du prinipe.En onlusion, même si le prinipe de ompositionnalité peut être mis en défautet sembler parfois insu�sant, nous onsidérerons ii qu'il est néessaire à l'analysesémantique et nous en tiendrons ompte omme outil d'investigation.2.1.4 Analyse sémantique formelleRéapitulons. Toute expression interprétable a une dénotation, ou est au moinssuseptible d'en avoir une (n'oublions pas que ertaines expressions ne dénotentrien). La dénotation d'une expression est toujours relative à un ertain état dumonde, elui par rapport auquel le louteur situe le ontenu de son propos. Le sensd'une expression est e qui détermine sa dénotation pour tout état du monde pos-sible. Dérire le sens d'une expression, e qui est l'objet de la sémantique, revientdon à donner les règles de alul de sa dénotation (ou de son absene de dénotation,le as éhéant) ; 'est-à-dire, dans le as partiulier des phrases, les onditions devérité. Les onditions de vérité sont des stipulations sur le monde, elles ne disent pasomment est le monde mais omment il devrait être pour qu'une phrase soit vraie.On peut, omme nous l'avons fait préédemment, exprimer es onditions dansnotre langage de tous les jours, le français, mais ela deviendrait rapidement lourd() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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40 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatset inommode lorsque l'on sera amené à analyser des phrase un peu ompliquées,de plus on risquerait d'y perdre en préision, sahant que les langues naturelles,omme le français, omportent leur part inévitable de vague et de polysémie. Pourexprimer des desriptions sémantiques, nous nous devons d'être préis et expliites.C'est pourquoi une méthode ouramment employée en sémantique onsiste à uti-liser un langage symbolique, arti�iel et formel dans lequel on formule de manièreonise et préise le sens des expressions de la langue que l'on étudie. L'intérêtd'un tel langage, assez éloigné des langues naturelles dans sa struture, est qu'ilpermet, lorsque l'on en est familier, de lire immédiatement et diretement dans sesformulations les onditions de vérité qu'il représente, aussi failement que l'on voitimmédiatement une opération d'addition dans l'ériture mathématique � 4 + 3 �.D'ailleurs le langage de représentation sémantique que nous allons voir est empruntéaux mathématiques et plus exatement à la logique et e que l'on appelle le aluldes prédiats. On lui donne don habituellement le nom de langage du alul desprédiats, mais dans e manuel nous l'appellerons le langage objet ou lo, d'abordpour bien insister sur le fait qu'il sera en grande partie l'objet de notre étude14,et ensuite pare qu'il sera amené à évoluer au ours des pages jusqu'à s'éloignerun peu de e que l'on appelle traditionnellement le langage du alul des prédiats(même s'il en onservera les fondements). Ce hapitre ependant se onsare à laprésentation des bases lassiques du alul des prédiat, d'où les intitulés du ha-pitre et de la setion qui suit. Une des tâhes de la desription sémantique va donmaintenant onsister à traduire des expressions du français dans e langage formello, et pour mener à bien es opérations de tradution, il nous faut apprendre à� parler ouramment le lo �.2.2 Le langage du alul des prédiatsLe alul des prédiats est une branhe assez anienne de la logique lassique15,mais il a ommené à être formalisé, au moyen de systèmes d'ériture symbolique,appelés aussi des idéographies, à partir de la �n du XIXe et au début du XXe sièle,notamment par les travaux de C. Piere, G. Frege, G. Peano, B. Russell et de biend'autres par la suite. Ce type de langages visait surtout à exprimer sans équivoquedes énonés mathématiques et à formaliser des prinipes de logique. Mais son ap-pliation à la représentation du sens des phrases (plus ou moins ourantes) deslangues naturelles fut également assez préoe et prit un essor important à partirannées 1960 notamment (mais pas seulement) ave les travaux de R. Montague.Montague, qui était philosophe et logiien, et bien qu'il ne s'insrivait pas du toutdans le adre de la grammaire générative, a eu un r�le important dans le dévelop-pement de la linguistique formelle (et plus exatement la sémantique formelle) tellequ'a pu l'initier Chomsky. Chomsky a défendu la thèse que le langage naturel peutêtre traité (ie analysé) omme un système formel ; Montague est allé plus loin dans14Pour être tout à fait exat, l'objet de notre étude sémantique ii est également, et probable-ment avant tout, le français. Mais nous étudierons la sémantique du français par l'intermédiairedu langage symbolique lo, qui fera l'objet d'observations et de ommentaires.15Il est déjà présent hez Aristote et dans la syllogistique médiévale.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 41ette idée en posant que le langage naturel peut être traité omme un système for-mel interprété16, 'est-à-dire un système muni d'une sémantique (e qu'avait éartéChomsky). Et e système est bien sûr elui du alul des prédiats. Les théoriesd'analyse sémantique développées par Montague17 sont regroupées aujourd'hui sousle nom de Grammaire de Montague (il s'agit plus d'une famille de grammaires qued'un formalisme unique). Et 'est dans e paradigme d'analyse sémantique que seplae le présent manuel.Comme nous l'avons vu plus haut, l'analyse sémantique onsiste don à explii-ter les onditions de vérité des phrases de la langue en les formulant dans le langageformel du alul des prédiats. Comme tout langage, bien que elui-i soit arti�iel,il possède une syntaxe et une sémantique. C'est e que vont présenter les setionsqui suivent, d'abord informellement (� 2.2.1 et 2.3.1) puis de façon plus rigoureuse(� 2.2.2 et 2.3.3).2.2.1 Les éléments du langage formel2.2.1.1 PrédiatsComme son nom l'indique, le langage du alul des prédiats repose fondamen-talement sur la notion de... prédiat. Dans la perspetive que nous adoptons ii,qui va onsister à traduire (ou transrire) le sens de phrases du français dans unlangage formel (lo), les prédiats seront les symboles par lesquels on traduira lesverbes, les noms ommuns (substantifs), les adjetifs. On utilisera souvent aussi lesprédiats pour traduire diretement les tournures attributives de la forme � êtreAdj � et � être (un) N �. Voii quelques exemples de matériaux linguistiques quiseront traduits par des prédiats :(9) ... est gentil ... dort... est un anard ... a faim... est (un) ateur ... fume... est ventru ... aime ...... est italien ... onnaît ...... est le frère de ... ... embrasse ...D'un point de vue plus général, les prédiats seront dé�nis ii omme es sym-boles qui orrespondent à des propriétés ou des relations. Et le propre d'une pro-priété est d'être attribuée à quelque hose, de même qu'une relation porte sur deshoses. Plus généralement, un prédiat est ensé onerner, porter sur ou enores'appliquer à une ou plusieurs hoses. Et es hoses sont e que l'on appelle lesarguments du prédiat. Cela transparaît déjà dans la formulation des exemples (9)16La délaration, presque provoatrie, de Montague que l'on ite souvent à et égard est :Il n'y a selon moi auune di�érene théorique importante entre les langues naturelleset les langages arti�iels des logiiens (Montague, 1970b).Voir aussi (Bah, 1989, pp. 6�7).17Voir notamment Montague (1970a,b, 1973).() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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42 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsvia les points de suspensions : en fait les arguments des prédiats sont � e quimanque � en (9).Dé�nition 2.3 (Argument)On appelle argument d'un prédiat e à quoi s'applique ou e que onerne leprédiat.Il apparaît lairement de par la série (9), que la notion d'argument est (à peude hose près) le pendant sémantique de la notion syntaxique de omplément (eny inluant le sujet). Et on onstate ainsi que la langue naturelle, le français, nousinvite à envisager des prédiats qui attendent un argument (est gentil, dort, et),pour traduire ertains noms et les verbes ou gv intransitifs, et des prédiats quiattendent deux arguments (aime, est le frère de, et), pour traduire des onstru-tions transitives. On pourra même onsidérer des prédiats à trois arguments (...préfère ... à ...), voire à quatre (... vend ... à ... pour ...) ou plus...Dé�nition 2.4 (Arité)On appelle arité18 d'un prédiat le nombre d'arguments qu'il prend. Ainsi, si unprédiat attend n arguments, on dit que son arité est n ; on dit aussi que le prédiatest n-aire19, ou enore qu'il s'agit d'un prédiat à n plaes.Un prédiat donné a une et une seule arité ; l'arité est une aratéristique détermi-nante des prédiats.Notation 2.1 (Prédiats)Dans lo, un prédiat est représenté par un symbole, dit symbole de prédiat, et sesarguments sont indiqués à sa suite entre parenthèses20, séparés par des virgules s'ily en a plusieurs.Par onvention, les symboles de prédiats seront érits en gras. Et, toujours paronvention, on utilisera des mots ou des abréviations de mots de la langue pourreprésenter es symboles dans lo.Voii par exemple omment l'on peut traduire dans lo les expressions de (9) �pour l'instant je n'y représente pas expliitement les arguments, à la plae je note,provisoirement, un espae vide,  , à l'endroit qui leur est réservé :(9)′ gentil( ) dormir( )anard( ) avoir-faim( )ateur( ) fumer( )ventru( ) aimer( ,  )italien( ) onnaître( ,  )frère-de( ,  ) embrasser( ,  )18On trouve également le terme de valene pour désigner ette propriété.19En partiulier, pour n = 1 on prononera unaire, pour n = 2 binaire, pour n = 3 ternaire,et.20Il s'agit don d'une notation de type fontionnelle ; f. � ??, p. ??. D'ailleurs le terme d'ar-gument se retrouve dans le voabulaire mathématique onernant les fontions � e n'est pas unhasard.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 43Les symboles de prédiats en (9)′ sont dénommés par des mots du français,mots qui reprennent eux des expressions de (9). Mais e n'est là qu'une simpleommodité. Pour érire es prédiats dans lo, on aurait pu hoisir d'emprunterdes mots de l'anglais ou du latin, et., ou même d'utiliser des symboles abstraitsomme par exemple G3, D1, C14, F7, A, ♥, et. Cela ne ferait fondamentalementauune di�érene. Le hoix des noms de symboles pour transrire les prédiatsest omplètement onventionnel et arbitraire. Et 'est simplement pour des raisonspratiques, de transparene et de failité de leture, que l'on hoisira ii de reprendredes mots du français pour érire les symboles de prédiats. Il est alors très importantde bien faire la distintion entre le (symbole de) prédiat aimer (que l'on peut érireaussi aimer( ,  )) et le verbe transitif aimer. Car le premier appartient au langageobjet lo, alors que le seond appartient à la langue naturelle qu'est le français21.Pour onlure ette remarque, il faut bien être onsient que, malgré les apparenes,e n'est pas le nom du symbole de prédiat qui porte en soi la sémantique duprédiat qu'il représente, ette sémantique est dé�nie par ailleurs (en � 2.3 infra).La dé�nition 2.4 pose qu'un prédiat donné a une arité �xe. On postule égale-ment qu'un prédiat donné de lo a un et un seul sens. Cela a pour onséquenede multiplier le nombre de prédiats suseptibles de traduire un mot donné dufrançais. Par exemple (9)′ donne le prédiat fumer (à un argument) pour traduirele verbe intransitif fumer, mais fumer a aussi un emploi transitif (omme dans� fumer un igare �) qui devra se traduire par un prédiat binaire. Même si esdeux verbes fumer sont sémantiquement reliés, on ne pourra pas les traduire parle même prédiat fumer, ar il doit avoir une arité �xe. C'est pourquoi lorsque l'ona besoin de re�éter dans lo la polyvalene ou la polysémie d'un mot du français,on peut adopter une notation qui déore les symboles de prédiat d'indies numé-riques pour distinguer les di�érentes aeptions. Ainsi on pourra érire fumer1( )pour traduire le verbe intransitif (signi�ant être un fumeur), fumer2( ,  ) pour leverbe transitif (brûler du taba en aspirant la fumée), et pourquoi pas fumer3( )pour le sens de dégager de la fumée (� la heminée fume �) et. Les indies n'ontauune signi�ation en soi, ils servent juste à poser des distintions dans les nomsde symboles de prédiats.2.2.1.2 Constantes d'individusLes prédiats sont des symboles de lo ; le terme d'argument, quant à lui, nedésigne pas une atégorie de symboles mais plut�t un r�le que ertains symbolespeuvent jouer vis à vis des prédiats. Nous devons maintenant voir quels sont leséléments du langage objet qui peuvent jouer e r�le. Les exemples préédents nousont montré que, au moins dans ertains as, les arguments orrespondent à desexpressions qui dénotent des hoses, des personnes, des objets au sens large, e quel'on regroupe ii sous l'appellation d'individus. Dans lo, es expressions s'appellent21Remarquez que, par onséquent, rien ne nous empêherait formellement de traduire danslo par exemple l'adjetif français gentil par le symbole de prédiat méhant ou par le symbolemanhot ou enore shtroumpf257... Cela ne poserait auun problème théorique ; seulement, dansla pratique, nos notations deviendraient alors bêtement obsures.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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44 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsdes termes22. Il existe deux grands types de termes, et le premier que nous allonsregarder est elui des onstantes d'individus.Les onstantes d'individus sont l'équivalent dans lo des noms propres de lalangue naturelle. Ainsi, omme un nom propre, un onstante désigne diretementun individu du monde, à ei près que nos onstantes n'auront pas l'ambiguïté quepeuvent avoir ertains noms propres omme Pierre Dupont, John Smith ou NathalieLebrun, et. Par dé�nition, haque onstante d'individu a une dénotation unique,et 'est pour ela qu'on l'appelle une onstante.Notation 2.2 (Constantes d'individus)Dans lo, les onstantes d'individus seront notées par des lettres minusules, prisesplut�t au début de l'alphabet23, et éventuellement omplétées par des indies nu-mériques. Elles seront également érites en gras.Par exemple si l'on souhaite parler des individus suivants : Joey, Chandler, Mo-nia, Phoebe, Rahel, Ross, on pourra les désigner respetivement par les onstantesj, , m, p, r1, r2. Là enore, le hoix des lettres est omplètement arbitraire : il setrouve que 'est pratique de reprendre les initiales des prénoms traduits sous formesde onstantes, mais on aurait pu tout aussi bien prendre a1, a2, a3, a4, a5, a6.Remarquez aussi que notre onvention d'ériture n'est pas innoente : lesonstantes d'individus seront notées omme les prédiats, en aratères gras, aren fait les prédiats sont onsidérés eux aussi omme des onstantes ; et on parlealors de onstantes prédiatives (ou onstantes de prédiats) par opposition auxonstantes d'individus. Ces deux types de onstantes ('est-à-dire tout e que nousérirons en gras dans lo) sont regroupés sous le terme de onstantes non logiques24.Ave es premiers éléments de lo, on peut déjà ommener à traduire quelquesphrases simples du français (la �èhe ; servira à indiquer les tradutions du françaisvers le langage objet). Il su�t pour ela de plaer des onstantes dans les positionsargumentales de prédiats :(10) a. Joey a faim ; avoir-faim(j)b. Joey est ateur ; ateur(j). Chandler fume ; fumer()d. Ross aime Rahel ; aimer(r2, r1)Lorsque l'on fournit des arguments à un prédiat, on dit alors que l'on sature leprédiat, et on obtient une expression qui peut être vraie ou fausse. De telles expres-sions, qui ont don bien le type de dénotation des phrases délaratives, s'appellentdes formules. Les formules sont les � phrases � de lo.22Ne onfondons pas termes et individus : les termes sont des symboles de lo, les individus sontles objets du monde.23Les lettres de la �n de l'alphabet, u, v, w, x, y, z, seront réservées à un autre usage.24Constantes non logiques, ar il existe enore d'autres onstantes, qui sont les onstantes lo-giques et qui omprennent notamment les symboles de onneteurs et de quanti�ation que nousallons voir en � 2.2.1.3 et � 2.2.1.4.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 452.2.1.3 Conneteurs logiquesCertes, pour l'instant, les formules que nous pouvons érire dans lo sont un peurudimentaires. Pour gagner en sophistiation nous avons besoin d'augmenter notrevoabulaire. Une manière d'obtenir des formules plus omplexes est de ombinerentre elles des formules simples. La manière la plus basique de proéder à esombinaisons utilise des onneteurs logiques. Les onneteurs sont en quelque sortele pendant en lo des onjontions de oordination d'une langue omme le français.Mais il sera dès à présent prudent de ne pas trop pousser la omparaison. Car d'unepart les onneteurs de lo ne � oordonnent � que des formules, 'est-à-dire desphrases. Et d'autre part, toutes les onjontions du français ne se traduisent pasforément par un onneteur logique25.Dé�nition 2.5 (Conneteur logique)Un onneteur logique est un symbole de lo qui permet d'assembler deux formulespour former une nouvelle formule.Une formule est dite omplexe si elle est onstruite à l'aide d'un ou plusieurs onne-teurs.Les onneteurs que nous allons utiliser dans lo sont au nombre de quatre.Le premier s'appelle la onjontion, il sera noté par le symbole ∧ et il traduitla onjontion de oordination et du français. On l'appelle d'ailleurs aussi le � etlogique �, ar la onjontion est e onneteur qui permet de onstruire une formule(ou phrase) qui sera vraie si et seulement si les formules qu'il onnete sont toutesdeux vraies.Le seond onneteur est la disjontion, il est noté par le symbole ∨ et traduitla onjontion française ou. C'est don le � ou logique �, et il onstruit une formulequi est vraie si au moins l'une des deux formules qu'il onnete est vraie.Le troisième onneteur est l'impliation dite matérielle. Il traduit notammentla relation de ondition que l'on exprime en français ave des strutures en si...,alors... ou simplement si..., ... On le note par le symbole →. Attention : → ne seplae pas � au même endroit � que si en français ; en lo, on plae → entre deuxformules.En�n le dernier est l'équivalene dite aussi matérielle. Il orrespond à l'expres-sion française si et seulement si, et se note par ↔ (et on omprend pourquoi eonneteur est parfois appelé aussi la bi-impliation). Ce onneteur semble plusapproprié pour traduire des énonés de type mathématique que pour rendre omptede la sémantique de la langue naturelle, dans la mesure où la tournure si et seule-ment si est assez marginale dans le disours ourant. Mais nous le retenons malgrétout dans le jeu de nos onneteurs ar il sera utile pour formaliser ertains élémentsde sémantique du français.Voyons maintenant quelques exemples de phrases que nous pouvons transriredans lo au moyen de onneteurs :25Nous reviendrons plus en détail sur l'expliation de e point en � 2.4.1.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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46 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats(11) a. Ross aime Rahel et Chandler aime Monia.
; [aimer(r2, r1) ∧ aimer(,m)]b. Si Chandler a faim, il (Chandler) fume.
; [avoir-faim() → fumer()]Notez l'usage des rohets [ ] que nous avons introduit au passage pour pa-renthéser haque onnexion de formules. Ces rohets sont d'une grande utilitélorsqu'une formule omplexe omprend plusieurs onneteurs, exatement ommeen mathématiques les parenthèses sont importantes pour marquer la priorité d'uneopération sur une autre ((4 + 1) × 2 6= 4 + (1 × 2)).La �nalité du langage objet est de nous permettre d'expliiter le sens des énon-és, et pas seulement de re�éter leur onstrution syntaxique ou grammatiale.C'est pourquoi les onneteurs vont également nous servir à faire des tradutionsanalytiques omme en (12).(12) a. Joey est un ateur italien.
; [ateur(j) ∧ italien(j)]b. Ross et Rahel s'aiment.
; [aimer(r2, r1) ∧ aimer(r1, r2)]En e�et, la phrase (12a) par exemple nous dit bien onjointement deux hoses :que l'individu nommé Joey est ateur et qu'il est italien. De même (12b) dit queRoss aime Rahel et que Rahel aime Ross. Notons que (12b) est en fait ambiguë :Ross et Rahel peuvent s'aimer soi-même sans s'aimer l'un l'autre. Dans e as ontraduira la phrase par [aimer(r2, r2) ∧ aimer(r1, r1)]. Cela illustre que lo fait bienson travail d'expliitation du sens des phrases : si une phrase a plusieurs sens, ellereçoit di�érentes tradutions en lo.En�n pour ompléter au moins minimalement l'expressivité de lo, nous allonsavoir besoin de pouvoir traduire des phrases négatives, 'est-à-dire de nier despropos ou, plus préisément, des formules. On fabrique des formules négatives danslo grâe à l'opérateur de négation que nous avons déjà vu et qui se note parle symbole ¬. Il ne s'agit plus à proprement parler d'un onneteur logique : ilne onnete rien, on le plae devant une formule pour former sa négation. Maisomme les onneteurs présentés supra, la négation � agit � sur des formules et saontribution sémantique est aussi dé�nie en termes de valeurs de vérité : la négationest et opérateur qui rend vraies les formules fausses et fausses les formules vraies.(13) a. Phoebe n'a pas faim.
; ¬avoir-faim(p)b. Si Chandler dort, il ne fume pas.
; [dormir() → ¬fumer()]() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 472.2.1.4 Variables et quanti�ateursJusqu'ii, dans lo pour parler des individus, de es hoses sur lesquelles onfait porter les prédiats, nous ne disposons que des onstantes d'individus, quirappelons-le sont en quelque sorte les noms propres du langage objet. Or, on s'endoute bien, on peut di�ilement se permettre de donner un nom propre à toutindividu du monde que l'on souhaiterait évoquer dans des énonés. Ce ne serait pastrès réaliste, ar rappelons aussi que nous omptons également les objets inanimésparmi e que nous appelons ii les individus. Même si ertains objets reçoivent leshonneurs de l'onomastique (omme par exemple la Tour E�eil, le TGV, Saturne,Durandal, Deep Blue, et.), la pratique n'est pas ourante et surtout absolumentpas indispensable. En e�et, la langue nous permet d'évoquer des individus, y om-pris des êtres humains ou animaux, sans mentionner leur nom. Soit que l'on nele onnaît pas, soit que l'on n'a pas envie ou pas besoin de faire mention du nomde l'individu en question. On utilise à et e�et des proédés linguistiques évidem-ment bien onnus : 'est l'usage que l'on fait des syntagmes nominaux, omme parexemple le voisin d'en fae, un employé de banque, les pains au lait, et. Et nousdevons don nous donner les moyens dans lo de faire référene aux individus defaçon similaire.Pour e faire, nous avons d'abord besoin d'un autre type de termes, les va-riables. Comme les onstantes, les variables dénotent des individus. Mais alorsqu'une onstante donnée dénotera toujours le même individu préis, par un lienonventionnel et permanent, une variable permettra de désigner tout et n'importequoi, sans ontrainte partiulière a priori. D'où leur nom, variables, ar e qu'ellesdésignent peut varier librement a priori. � A priori � signi�e que si e que dé-signe une variable est ontraint dans une phrase, e n'est pas la variable en soiqui pose ette ontrainte. Ou pour dire enore les hoses autrement, on sait qu'unevariable est ensée dénoter quelque hose, mais on ne sait pas quoi, du moins passystématiquement. C'est pourquoi les variables de lo fontionnent un peu ommeles pronoms personnels de la langue naturelle (et plus préisément les pronoms detroisième personne, il, elle, le, la, lui, et.).Notation 2.3 (Variables)Dans lo, les variables seront notées par des lettres, de préférene minusules, enitaliques, prises à la �n de l'alphabet : prinipalement x, y, z, mais aussi parfois u,
v, w. Elles pourront être éventuellement omplétées d'indies numériques : x1, x2,
x3, y1..., ou de � primes � : x′, x′′...Voii alors une manière simple de traduire dans lo une phrase française onte-nant un pronom personnel26 :(14) Il dort. ; dormir(x)26Notez ependant que ontrairement aux pronoms du français, les variables de lo ne portentpas le trait grammatial de genre.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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48 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsCependant les variables ne vont pas être utilisées seulement pour traduire lespronoms de la langue dans lo. Elles nous servent à établir des référenes anonymesaux hoses dont on veut parler. Mais pour ompenser le manque d'informationdû à et anonymat, nous avons besoin de d'apporter d'autres éléments qui vontontraindre et disipliner la référene des variables. Pour e faire on utilise desprédiats (omme en (14)), mais aussi des opérateurs logiques partiuliers qui im-posent aux variables un � mode de variation � préis. Ce sont les quanti�ateurs,qu'on appelle aussi (plus préisément d'ailleurs) les symboles de quanti�ation. Lesdeux quanti�ateurs de la logique lassique (sur laquelle est fondé lo) sont :� le quanti�ateur existentiel, noté ∃, qui impose à une variable de dénoter aumoins un individu ; ainsi ∃x... se lit � il existe un x tel que... � ;� le quanti�ateur universel, noté ∀, qui impose à une variable de dénoter su-essivement tous les individus ; ainsi ∀x... se lit � quel que soit x... � ou � pourtout x... �.Voyons tout de suite des exemples :(15) a. ∃x ateur(x) ;il existe un x (ie un individu ou une hose quelonque)qui est un ateur ou tel que x est un ateur ;il existe un ateur, ouil y a un ateur.b. ∃x [ateur(x)∧ fume(x)] ;il existe un x qui est un ateur et qui fume
;un ateur fume.. ∃x [ateur(x) ∧ onnaître(m, x)] ;Monia onnaît un ateur.d. ∃x aime(x,p) ;(il y a quelqu'un qui) quelqu'un aime Phoebe.(16) a. ∀x avoir-faim(x) ;quel que soit x, x a faim ;tout le monde à faim.b. ∀x [ateur(x) → fume(x)] ;quel que soit x, si x est un ateur, alors

x fume ;tous les ateurs fument.Remarquons ependant que (16)a n'est pas une tradution très rigoureuse de� tout le monde à faim �, ar en français tout le monde ne onerne que les êtreshumains. Pour un bonne tradution, il faut employer un prédiat signi�ant � êtrehumain �, par exemple humain, et érire ∀x[humain(x) → avoir-faim(x)].2.2.2 La syntaxe du langage formelNous allons à présent faire la synthèse que e que nous venons de voir sur lelangage formel lo en dé�nissant préisément e langage. En partiulier nous devonsdé�nir préisément omment les éléments vus préédemment s'organisent au seindu langage. Commençons par en redonner la liste, ils forment le voabulaire denotre langage, ses atomes, sa matière première.Dé�nition 2.6 (Voabulaire)Le voabulaire de lo omporte :� un ensemble de variables : {x ; y ; z ; x1 ; x2 ; . . . ; y1 ; y2 ; . . .} ;� un ensemble de onstantes d'individus : {a ; b ;  ; d ; . . . ; a1 ; a2 ; a3 ; . . . ;b1 ; b2 ; . . .} ;() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 49� un ensemble de onstantes de prédiats : {ateur ; gentil ; dormir ; anard ;aimer ; onnaître ; . . .} ;� un ensemble de symboles logiques : {¬ ; ∧ ; ∨ ;→;↔;=; ∀ ; ∃} ;� les rohets [ ] et les parenthèses ( ).Notons que nous avons ajouté le symbole = parmi les symboles logiques ; ilservira à représenter l'identité, 'est-à-dire l'égalité de dénotation.En prinipe, les ensembles de variables et de onstantes d'individus et de pré-diats sont supposés être �nis (e qui est bien raisonnable, on ne va pas manipulerun langage au voabulaire in�ni) et être présentés exhaustivement, e que masquel'usage des points de suspension dans la dé�nition i-dessus. La tradition � monta-govienne �27 a l'habitude (depuis les travaux de Montague lui-même) de proposerdes fragments de langage, 'est-à-dire des sous-parties (très) petites mais omplètesde e que serait un langage objet réaliste de l'envergure d'une langue naturelle.Proéder par fragments onstitue une méthodologie de travail très rigoureuse artout y est omplètement et préisément dé�ni, auun élément du langage ne risquede rester dans l'ombre ou le vague. Je ne ompte pas ii m'autoriser une quelonquemollesse ou désinvolture dans la méthode de travail, simplement, pour des raisonsde larté et de ommodité, je me permettrai d'utiliser des ensembles de onstanteset de variables � ouverts �, 'est-à-dire su�samment grands pour permettre de lavariété dans les exemples de phrases traduites en lo. Autant que faire se peut,haque nouveau prédiat introduit dont la sémantique ne serait pas immédiate seraexpliitement ommenté.Un autre élément d'information attahé au voabulaire et qui n'apparaît pasdans la dé�nition 2.6 doit être préisé : nous faisons l'hypothèse que pour haqueonstante de prédiat nous onnaissons son arité, et qu'elle est unique. Cela veutdire que l'ensemble de symboles de prédiat est en fait partionné en plusieurs sous-ensembles (elui des prédiats unaires, elui des prédiats binaires et.) et que l'ononnaît ette partition. Cette hypothèse est importante et préieuse, ar dans nosnotations rien ne nous indique formellement le nombre d'arguments qu'attend unprédiat28.Nous allons également en pro�ter pour dé�nir tout de suite la notion de terme,qui va nous être utile par la suite. Il s'agit juste de regrouper sous une mêmeappellation les variables et les onstantes.Dé�nition 2.7 (Termes)Les variables et les onstantes d'individus sont des termes.Dé�nir un langage, au sens des langages formels, onsiste à indiquer, d'unemanière ou d'une autre, toutes les séquenes orretes qu'admet e langage. Etbien entendu, la manière que l'on retient onsiste à spéi�er l'ensemble des règlesqui permettent de onstruire n'importe quelle séquene admissible, 'est-à-dire lasyntaxe du langage. On reonnaît là, naturellement, la démarhe de la grammaire27Montagovien signi�e relatif à Montague ou à ses travaux.28Nous verrons omment perfetionner tout ela au hapitre 5.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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50 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsgénérative, sauf que nous n'allons pas ii exprimer les règles syntaxiques sous formesde règles de réériture omme dans la tradition homskienne par exemple, maispar e que l'on appelle la méthode indutive. Dé�nir une syntaxe par indutiononsiste à spéi�er des règles (ou des � reettes �) qui indiquent omment onstruireréursivement des formules de plus en plus omplexes à partir de formules plussimples que l'on sait déjà onstruire.La dé�nition 2.8 présente la syntaxe de lo, et 'est en fait ni plus ni moins quela dé�nition détaillée et omplète de e qu'est une formule de lo. Dans es règles,j'utilise des lettres greques, α, β, γ, ϕ, ψ, ainsi que P pour désigner des expressionsplus ou moins quelonques de lo. Ces symboles en soi ne font pas partie de lo (tousles symboles de lo sont donnés par le voabulaire 2.6), e sont des sortes de maro-symboles ou méta-symboles qui nous permettent de dire des hoses générales surlo. Ainsi, en toute rigueur, on ne devrait pas dire que ϕ est une formule, mais que
ϕ représente une formule (ependant, par la suite, nous nous autoriserons quelqueliberté de langage en quali�ant ϕ de formule).Dé�nition 2.8 (Syntaxe)(Syn.1) a. Si α est un terme et P un symbole de prédiat à une plae, alors P (α)est une formule ;b. Si α et β sont des termes et P un symbole de prédiat à deux plaes,alors P (α, β) est une formule ;. Si α, β et γ sont des termes et P un symbole de prédiat à trois plaes,alors P (α, β, γ) est une formule ;d. et.(Syn.2) Si α et β sont des termes, alors α = β est une formule ;(Syn.3) Si ϕ est une formule, alors ¬ϕ est une formule ;(Syn.4) Si ϕ et ψ sont des formules, alors [ϕ ∧ ψ], [ϕ ∨ ψ], [ϕ → ψ] et [ϕ↔ ψ] sontdes formules ;(Syn.5) Si ϕ est une formule et v une variable, alors ∀vϕ et ∃vϕ sont des formules.Il onvient ensuite de onlure et ensemble de règles par une dernière règle de� l�ture � qui dit ei : rien d'autre que e qui peut être onstruit en un nombre�ni d'étapes par les règles de (Syn.1) à (Syn.5) n'est une formule. Cela permet degarantir que notre syntaxe dé�nit bien toutes les formules de lo.Les règles (Syn.1) sont elles qui permettent de onstruire les formules les plussimples (dites atomiques) en fournissant aux symboles de prédiat des argumentsen quantité néessaire. La règle (Syn.2) onstruit aussi des formules simples, quipose une identité entre deux termes ; en fait le symbole = pourrait tout aussibien être rangé parmi les prédiats binaires (on devrait alors plut�t érire =(α, β))et (Syn.2) ne présente qu'une variante partiulière de e que reouvre (Syn.1b) ;simplement on préfère utiliser la notation habituelle, plus laire et naturelle, pourle symbole =. Les règles (Syn.3) et (Syn.4) introduisent les onneteurs logiquesdans la onstrution des formules ; rappelons que (pour le moment) les rohets
[ ] sont indispensables dans (Syn.4). En�n la (double) règle (Syn.5) introduit les() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 51symboles de quanti�ation ; notons que ette règle autorise d'aoler une séquenequanti�ateur�variable devant n'importe qu'elle formule ϕ, 'est-à-dire qu'on n'apas à véri�er si la variable v �gure ou non dans ϕ (nous y reviendrons infra).Illustrons à présent le fontionnement de notre syntaxe ave un exemple. Lasyntaxe indique omment onstruire orretement des formules et en même tempsomment reonnaître si des séquenes de symboles du voabulaire de lo sont ou nondes formules bien formées (e que l'on appelle aussi des expressions bien forméesou ebf). Essayons don de montrer que (17) est bien formée.(17) ∃x∀y[aimer(, x) ∧ gentil(y)]Pour véri�er la bonne formation de (17), il su�t de la reonstruire en appliquantles règles de la syntaxe, et seulement elles, qui sont néessaires. On peut égalementdéonstruire la formule en appliquant les règles syntaxiques, mais dans l'autre sens,jusqu'à e que l'on n'obtienne que des éléments du voabulaire de base. Voii lesétapes de onstrution de (17) :� aimer est un prédiat à deux plaes,  est une onstante et x est une variable,don aimer(, x) est une formule bien formée en vertu de la règle Syn.1b ;� de même, gentil est un prédiat à une plae et y est une variable, dongentil(y) est une formule bien formée, en vertu de la règle Syn.1a ;� don en vertu de la règle Syn.4, ave le onneteur ∧, [aimer(, x)∧ gentil(y)]est une formule bien formée ;� don, omme y est une variable, ∀y[aimer(, x) ∧ gentil(y)] est une formulebien formée, en vertu de la règle Syn.5 pour ∀ ;� et don, omme x est une variable, ∃x∀y[aimer(, x) ∧ gentil(y)] est une for-mule bien formée, en vertu de la règle Syn.5 pour ∃. qed.On peut illustrer graphiquement une telle démonstration à l'aide de e qu'onappelle l'arbre de onstrution d'une formule. L'arbre de (17) est donné en Fi-gure 2.1.
∃x∀y[aimer(, x) ∧ gentil(y)] Syn.5 (∃)

x ∀y[aimer(, x) ∧ gentil(y)] Syn.5 (∀)

y [aimer(, x) ∧ gentil(y)] Syn.4 (∧)

Syn.1b aimer(, x)aimer  x

gentil(y) Syn.1agentil yFig. 2.1 � Arbre de onstrution de (17)() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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52 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsChaque n÷ud de l'arbre représente une étape de la onstrution de la formule, laraine (ou n÷ud supérieur) orrespondant à la formule omplète. Chaque branheet embranhement représente l'appliation d'une règle syntaxique, et les n÷udsdiretement inférieurs dans un embranhement représentent les � ingrédients � àpartir desquels on onstruit e qui est dans le n÷ud diretement supérieur.Il y a un théorème qui dit que toute formule bien formée est représentable parun et un seul arbre de onstrution. Don pour montrer qu'une séquene donnée estune formule bien formée, il su�t de dessiner son arbre de onstrution. Et si on n'yparvient pas, 'est que la séquene n'est pas une formule bien formée29. Ainsi onpeut montrer que (18) n'est pas bien formée, ar son arbre de onstrution omplet(Figure 2.2) n'est pas possible.(18) ¬aimer(bx)
¬aimer(bx) Syn.3aimer(bx)? ? ?Fig. 2.2 � Ehe de la onstrution de (18)Auune règle de la syntaxe ne permet de onstruire aimer(bx) ; elle qui s'enrapproherait le plus serait (Syn.1b), mais elle exige de plaer une virgule entredeux arguments d'un prédiat binaire.En revanhe, (19) est parfaitement bien formée (omme le prouve l'arbre enFigure 2.3), même si elle semble un peu bizarre ; mais ela n'est (et ne doit) êtrequ'une impression, ar (19) ne pose auun problème pour le système du alul desprédiats30.(19) ∃y aimer(a,b)

∃y aimer(a,b)

y aimer(a,b)aimer a bFig. 2.3 � Arbre de onstrution de (19)29Ou bien qu'on s'est trompé dans l'analyse !30Nous verrons, en examinant la sémantique de lo, que ette formule est en fait équivalente àaimer(a,b).() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.2. Le langage du alul des prédiats 53Le onept d'arbre de onstrution d'une formule permet de dé�nir failementune notion qui sera très utile par la suite, elle de sous-formule d'une formule.Une sous-formule est tout simplement une formule bien formée que l'on trouve àl'intérieur d'une formule plus grande.Dé�nition 2.9 (Sous-formule)On dit que ψ est une sous-formule de la formule ϕ si et seulement si ψ est uneformule qui apparaît dans l'arbre de onstrution de ϕ.Ainsi aimer(, x), gentil(y), [aimer(, x)∧gentil(y)] et ∀y[aimer(, x)∧gentil(y)]sont des sous-formules de (17), mais pas ∃x∀y aimer(, x).Exerie 2.1Parmi les séquenes suivantes, lesquelles sont des formules orretes de lo ?1. ∃z [[onnaître(r2, z) ∧ gentil(z)] ∧ ¬dormir(z)]2. ∃x∀y∃z [aimer(y, z) ∨ aimer(z, x)]3. ∀xy aimer(x, y)4. ¬¬aimer(r1,m)5. ∃x¬∃z onnaître(x, z)6. ∃x[ateur(x) ∧ dormir(x) ∨ avoir-faim(x)]7. [aimer(a,b) → ¬aimer(a,b)]8. ∃y[ateur(x) ∧ dormir(x)]Exerie 2.2Traduisez dans lo les phrases françaises i-dessous. Vous hoisirez les noms deprédiats et de onstantes omme ela vous arrange, mais vous indiquerez à haquefois e qu'ils traduisent du français. Si une phrase ontient une présupposition, netraduisez que son ontenu asserté (ie non présupposé). On ne tiendra pas omptede valeur sémantique des temps verbaux (on les néglige pour l'instant).1. Antoine n'est plus barbu.2. Tout est suré ou salé.3. Soit tout est suré, soit tout est salé.4. Le hien qui aboie ne mord pas. (proverbe)5. C'est Marie que Jér�me a embrassé.6. Il y a des hommes et des femmes qui ne sont pas unijambistes.7. Tout le monde aime quelqu'un.8. Si tous les homards sont gauhers alors Alfred aussi est gauher.9. Quelqu'un a envoyé une lettre anonyme à Anne.10. Seule Chloé est réveillée.Exerie 2.3Même exerie.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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54 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats1. Il existe des éléphants roses.2. Quelque hose me gratouille et me hatouille.3. Quelque hose me gratouille et quelque hose me hatouille.4. Nimes est entre Avignon et Montpellier.5. S'il y a des perroquets ventriloques, alors Jako en est un.6. Anne a reçu une lettre de Jean, mais elle n'a rien reçu de Pierre.7. Tout fermier qui possède un âne est rihe.8. Il y a quelqu'un qui a aheté une batterie et qui est en train d'en jouer.9. Il y a un seul oéan.10. Personne n'aime personne.Réapitulons. La syntaxe présentée ii nous permet de faire le tri entre e quiest une formule orrete de lo et e qui est une simple séquene érite n'importeomment ave les éléments du voabulaire. Les formules orretes, reonnues ouadmises par la syntaxe, sont souvent appelées des expressions bien formées (ebf),par opposition à des expressions qui seraient mal formées. Cette disriminationentre expressions bien formées et mal formées n'est pas purement normative ouarbitraire. N'oublions pas que nous sommes en sémantique ; et le but du jeu n'estpas simplement de dire que telle expression est bien érite et que telle autre nel'est pas. Ii, la syntaxe antiipe sur la sémantique, ar e que la syntaxe reonnaîtomme expressions bien formées sont en fait des expressions qui ont du sens (ie desexpressions que l'on peut interpréter). On les appellera alors des expressions in-terprétables (trad. de meaningful expressions). Don si une expression bien forméeest une expression qui a un sens, une expression mal formée est une expression àlaquelle on ne peut pas (ou on ne saurait pas) attribuer un sens. Remarquons queela a des impliations importantes : qu'une expression mal formée soit non inter-prétable, ela ne pose guère de problème ; en revanhe, e qui est moins évident,'est que toute expression que l'on s'autorisera à manipuler dans lo ('est-à-direqu'on aeptera omme bien formée) devra obligatoirement être lairement et sys-tématiquement interprétable ; de plus, tout e que l'on souhaitera interpréter dansnotre théorie devra reevoir une ériture (bien formée) dans lo.Nous allons maintenant voir e qu'est le sens d'une expression de lo, 'est-à-direla sémantique de e langage.2.3 Interprétation dans le alul des prédiats2.3.1 Sémantique informelleLe sens est e qui nous permet de trouver la dénotation d'une expression. Dondérire le sens des expressions revient à spéi�er les règles de alul des dénota-tions des expressions. La �nalité de l'analyse sémantique ii est prinipalementd'exprimer les onditions de dénotation des formules (leurs onditions de vérité),() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.3. Interprétation dans le alul des prédiats 55et omme les formules peuvent être plus ou moins omplexes, onstruites à partird'éléments plus simples, nous devons d'abord avoir une idée préise de e que sontles dénotations de es éléments, 'est-à-dire les expressions de base du langage lo.Par dé�nition, la dénotation d'une onstante d'individu est simplement l'indi-vidu (du monde) désigné par ette onstante. Par exemple si nous nous intéressonsà un individu, humain de sexe masulin, nommé Chandler Bing, et. nous pourronshoisir de lui faire orrespondre le symbole de onstante  de lo. Et don noussaurons ainsi que  dénote et individu partiulier.Venons-en à la dénotation des prédiats et d'abord des prédiats à une plaeomme ateur. Rappelons que la dénotation est en quelque sorte la projetion dansle monde de e que � vaut � l'expression. Le prédiat ateur traduit le substantiffrançais ateur, il représente le onept abstrait d'être ateur et dans le monde,onrètement, e onept se réalise par l'ensemble de tous les individus du mondequi sont ateurs. Cet ensemble est la dénotation du prédiat. De manière générale,la dénotation d'un prédiat à une plae est l'ensemble de tous les individus qui levéri�ent, 'est-à-dire qui tombent sous le hef du onept représenté par le prédiat.Il en va de même pour les prédiats qui traduisent des adjetifs quali�atifs,omme gentil, dont la dénotation est l'ensemble de tous les individus gentils, ainsique des prédiats qui traduisent des verbes intransitifs, omme dormir, qui dénotel'ensemble de tous les individus qui sont en train de dormir dans le monde.Faisons ii deux remarques importantes. D'abord parler d'ensembles tels quel'ensemble de tous les ateurs peut paraître ontre-intuitif et peu naturel, ar esensembles sont immenses et personne ne peut prétendre sérieusement onnaîtreomplètement l'ensemble de tous les ateurs du monde. C'est vrai, mais en fait elane pose auun problème pour la théorie. Nous reviendrons sur e point un peu plusloin, mais disons pour l'instant que savoir que la dénotation du prédiat ateur estl'ensemble de tous les ateurs e n'est pas la même hose que savoir exhaustivementet préisément qui sont les individus qui appartiennent à ette dénotation. Dansla théorie sémantique, e qui va ompter 'est e premier savoir, bien plus que leseond.Ensuite, les dénotations présentées ii sous forme d'ensembles sont elles deprédiats qui traduisent des termes singuliers du français : ateur, gentil, dort, etnon pas ateurs, gentils, dorment. On pourrait penser que lorsque l'on dit quelquehose omme � Joey est ateur � ou simplement � et ateur �, il n'est questionque d'un seul individu et pas d'un ensemble d'ateurs. Mais dans es expressions, learatère singulier de la dénotation n'est pas porté par le prédiat lui-même, maisd'une ertaine manière, il est imposé par un autre élément de la phrase, ommela struture syntaxique ou un déterminant31 . En soi et pris isolément, un prédiatomme ateur n'a auune raison de distinguer un ateur parmi d'autres, puisqu'ilne fait que présenter le onept ou la propriété d'être ateur.On peut se onvainre de ela en s'interrogeant sur la dénotation d'une formule,ar nous avons à présent en main e qu'il nous faut pour e�etuer le alul de la31Pour le moment, nous laissons de �té l'analyse sémantique des pluriels ; ela sera abordé pluspréisément dans le hapitre 9.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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56 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsvaleur de vérité d'une formule simple omme (20), qui traduit la phrase � Joey estateur �.(20) ateur(j)j dénote un individu (elui qui s'appelle Joey dans le as de �gure que nousexaminons ii) et ateur dénote un ensemble d'individus (les ateurs). Maintenantdans quels as (20) est-elle vraie ? Simplement si l'individu dénoté par j appartientà l'ensemble dénoté par ateur. Et ela n'est rien d'autre que la ondition de véritéde (20). La � renontre � dénotationnelle du prédiat et de son argument, qui donnela dénotation de la formule, se fait par la relation d'appartenane (le ∈ de la théoriedes ensembles) entre un objet et un ensemble d'objets.La dénotation d'un prédiat binaire, omme aimer ou frère-de, est un peu plusomplexe, mais poursuit le même genre de formalisation. Un tel prédiat exprimeune relation qui se joue entre deux individus ; sa dénotation ne peut don pas êtrediretement un ensemble d'individus où haun véri�e un onept indépendemmentde ses � ompagnons d'ensemble �. Il faut pouvoir rendre ompte du fait que, parexemple, Ross peut être le frère de Monia mais pas de Chandler, et aussi queMonia n'est pas le frère de Ross.Par onséquent, la dénotation d'un prédiat binaire est un ensemble dans lequeldes individus sont expliitement mis en relation ave d'autres. Un moyen tehniqued'indiquer une mise en relation est d'utiliser des listes ou e qu'on appelle des n-uplets ; un n-uplet est une liste qui ontient exatement n objets. Un n-uplet ouune liste est une manière de représenter mathématiquement une olletion d'objets,mais 'est très di�érent d'un ensemble, ar dans un n-uplet les objets qu'il ontientsont présentés dans un ordre préis et déterminant, alors que la notion d'ordren'a auune pertinene à l'intérieur d'un ensemble ; de même un objet donné peutapparaître plusieurs fois dans un n-uplet, 'est-à-dire y oupper plusieurs positions,alors qu'un objet appartient une fois pour toutes à un ensemble.Pour expliiter une relation binaire, on utilisera des n-uplets à deux éléments,e qu'on appelle des ouples32. Ainsi la dénotation d'un prédiat binaire est unensemble de ouples d'individus, tous les ouples tels que leur premier membrevéri�e vis-à-vis de leur seond membre la relation exprimée par le prédiat. Parexemple, on peut supposer que la dénotation de frère-de ontiendra, entre autres,le ouple omposé de Ross et de Monia, mais pas le ouple omposé de Monia etde Ross (les ouples sont ordonnés), qui lui pourra appartenir à la dénotation des÷ur-de.Et le alul de la dénotation d'une formule omme (21) reste fondamentalementle même, sauf qu'on l'applique à des ouples et des ensembles de ouples.(21) frère-de(r2,m)32Couple ii est un terme tehnique. Si on veut, 'est la manière normale de prononer 2-upleten français. N'y herhons pas la onnotation que l'on retrouve ave des ouples mariés ou desouples d'amoureux. Notons en passant qu'en français, un ensemble à deux éléments s'appelle unepaire.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.3. Interprétation dans le alul des prédiats 57(21) est vraie si le ouple onstitué de la dénotation de r2 et de elle de mappartient à la dénotation de frère-de, qui est l'ensemble de tous les ouples frère�s÷ur ou frère-frère du monde. Remarque : si un individu a plusieurs s÷urs, mettonstrois, alors il apparaîtra en tête de trois ouples di�érents dans la dénotation defrère-de, un ouple pour haque s÷ur.On peu maintenant généraliser : la dénotation d'un prédiat à n arguments(ave n ≥ 2) est un ensemble de n-uplets d'individus. Pour un prédiat ternaire,on parlera d'ensembles de triplets, pour un prédiat quaternaire, d'ensembles dequadruplets, et.Nous allons voir maintenant omment représenter préisément ('est-à-dire for-mellement) e système de dénotations au moyen de l'outil mathématique que sontles modèles.2.3.2 Les modèlesNous avons vu que la dénotation de la plupart des expressions interprétablesn'est pas absolue : elle dépend d'un ertain nombre de ironstanes, de as de�gure, bref de omment est le monde. Par exemple, pour que ateur(j) soit vraie,il faut que Joey soit e�etivement un ateur dans le monde qu'on envisage. C'estpeut-être le as, ça peut ne pas l'être. Les hoses sont e qu'elles sont, mais ellespourraient être autrement ; et de toute façon, personne ne sait tout sur tout.En fait si la dénotation d'une expression dépend d'un ertain état du monde,'est qu'il ne onvient pas de parler de dénotation seule, et dorénavant on prendrasoin d'envisager la dénotation d'une expression toujours relativement à une ertaineon�guration du monde.Nous avons don besoin de tenir ompte de ette � ertaine on�guration dumonde �. Cela veut dire que nous allons devoir nous donner un moyen de représentersu�samment préisément le monde et son � état �. Pour e faire, l'outil que nousallons utiliser est elui des modèles.Un modèle est une �guration mathématique du monde ; 'est une représenta-tion ensembliste et struturée. Dans sa version la plus simple, la notion de modèlenous fournit e que l'on peut vraiment appeler une image du monde, au sens d'unlihé ou d'un instantané. Et pour des raisons avant tout pratiques, les modèles quel'on examinera de près ne onstituent que des images partielles du monde, ommeles photographies qui ne restituent néessairement que de minusules portions dela réalité. Mais qu'un modèle dérive �dèlement, srupuleusement et don déme-surément le monde ou qu'il ne donne qu'une image partielle, les aratéristiquesdé�nitoires qui le sous-tendent restent exatement les mêmes. Les modèles partiels,souvent minusules, que nous verrons en exemples par la suite, je les appellerai des� modèles-jouets � ; un véritable modèle quant à lui est un objet plut�t théoriqueet est supposé dérire omplètement le monde.Qu'est-e qui fait que le monde, ou un monde, est tel qu'il est et pas autrement ?Ce qui le aratérise 'est tout d'abord l'ensemble des hoses, 'est-à-dire des in-dividus, qui le peuplent. Un monde dans lequel existe King-Kong est assurément() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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58 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsdi�érent du monde dans lequel existent les leteurs de es pages. Un modèle indiquee genre d'information en dé�nissant un domaine � e que l'on appelle aussi un uni-vers33. Le domaine d'un modèle donné est un ensemble d'individus, l'ensemble detous les individus qui appartiennent au monde que dérit e modèle.Remarquons qu'une façon de se donner des modèles partiels est de les dé�nirsur de petits domaines, qui ne omportent que très peu d'individus. On dira alorsqu'ils ne ontiennent que les individus qui nous intéressent dans notre modélisationdu monde, que les individus dont on est suseptible de parler dans un ontexte dedisours partiulier.Voii un exemple de (petit) domaine d'individus � appelons-le A :(22) A = {MoniaG ; PhoebeB ; RahelG ; ChandlerB ; JoeyT ;RossG}34Ce que ontient l'ensemble A, en tant que domaine, e sont des individus, etpas des noms. Il se trouve que les individus de et exemple sont des personnes, maison aurait pu aussi faire �gurer des objets ou des animaux dans A.Notation 2.4Pour bien marquer la distintion entre les mots ou noms de la langue et les individusqui appartiennent à la réalité dérite dans un modèle, es derniers seront représentésà l'aide d'une polie de aratères spéiale, en Petites Capitales.Il faudra don bien veiller à ne pas onfondre le prénom Joey, qui appartientà la langue naturelle (le français ou l'anglais), la onstante j qui appartient aulangage objet lo, et l'individu JoeyT qui appartient au modèle. Il serait proba-blement plus pédagogique de présenter un dessin ou une photo de l'individu au lieude la séquene JoeyT pour bien montrer qu'il s'agit là d'une portion de réalité.Mais ette stratégie, qui deviendrait vite graphiquement enombrante, ne resteraitsomme toute qu'un moyen terme tout aussi arti�iel. Aommodons-nous plut�tdes ontraintes matérielles imposées par un ouvrage érit en faisant usage de laonvention de notation typographique 2.4.Don un modèle établit une desription (éventuellement partielle) du monde enspéi�ant un domaine d'individus, la � population � du monde. Un domaine n'estqu'un ensemble, dans lequel les individus nous sont présentés en vra. Une des-ription du monde ne se ramène pas qu'à ela ; ela se doit d'être plus sophistiqué,plus informatif. C'est pour ela que j'ai dit plus haut qu'un modèle est struturé.Les individus du domaine sont organisés d'une ertaine manière, et ette � ertainemanière � n'est ni plus ni moins qu'un ertain état du monde. Le modèle spéi�eune telle organisation en indiquant � qui est qui �, � qui est quoi � et � qui faitquoi � dans le domaine.33Les appellations omplètes et plus préise que l'on trouve souvent sont domaine ou universde quanti�ation, ou enore domaine ou univers d'interprétation.34On utilise la notation mathématique habituelle qui représente le ontenu d'un ensemble en-adré d'aolades { }, ses éléments séparés par des points-virgules.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.3. Interprétation dans le alul des prédiats 59En d'autres termes, un modèle dérit l'état du monde en expliitant le lienentre le domaine et le langage (en l'ourrene lo). Ce lien est en fait la dénotationdu voabulaire. En e�et, savoir dans quel état est le monde, ou savoir e qui sepasse dans le monde, ela revient �nalement à onnaître les dénotations de tous lesprédiats du langage, puisque les prédiats servent à donner, dans le langage, desinformations sur le monde35.Illustrons ela en reprenant � notre histoire � introduite via les exemples (9)�(13). Un modèle qui dérit �dèlement la réalité d'un monde devra par exemplenous dire qui est italien parmi les individus du domaine, autrement dit quel estl'ensemble des italiens,... autrement dit quelle est dénotation du prédiat italien.Et de même, il devra nous dire qui est une femme, qui est un homme, qui est ateur,qui fume, qui dort, et. Mais aussi qui aime qui, qui onnaît qui, qui embrasse qui,qui est le frère de qui, et. Bref, on attend d'un modèle qu'il réponde à e genre dequestion pour tout prédiat du langage.Par exemple, notre modèle en ours pourra nous faire savoir que (23a) est ladénotation de italien, (23b) elle de ateur, (23) elle de femme, (23d) elle dehomme, et. Ces ensembles sont forément des sous-ensembles de A.(23) a. {JoeyT}b. {JoeyT}. {MoniaG ; PhoebeB ; RahelG}d. {JoeyT ; ChandlerB ; RossG}Dans e mini-modèle, italien et ateur ont la même dénotation, mais 'est jus-tement pare que le modèle est très petit. Cela ne tire don pas vraiment à onsé-quene.Pour les prédiats n-aires, nous représenterons les n-uplets en les enadrantde hevrons 〈 〉 en séparant leurs membres par des virgules. Par exemple :
〈RossG,RahelG〉 est un ouple d'individus. Le modèle pourra ainsi nous direque (24a) est la dénotation de aimer et (24b) elle de frère-de.(24) a. {〈RahelG,RossG〉 ; 〈RossG,RahelG〉 ; 〈MoniaG,ChandlerB〉 ;

〈ChandlerB,MoniaG〉}b. {〈RossG,MoniaG〉}Ce que nous devons voir pour terminer, 'est omment le modèle nous fournites réponses. On utilise à et e�et un outil formel simple : une fontion qui àhaque onstante non logique de lo assoie sa dénotation dans le modèle. Une tellefontion s'appelle une fontion d'interprétation, et elle est, au �té du domaine,un élément onstitutif du modèle. Notons-la F . Un début de desription (possible)du monde apparaîtra alors omme i-dessous ; de manière générale, on représentera35Notez que l'on pourrait onnaître ertaines informations sur le monde qui soient indiibles ;elles ne orrespondraient don à la dénotation d'auun prédiat. Cela est tout à fait onevable(enore que les langues naturelles ont un pouvoir expressif immense). Mais omme nous étudionsii la sémantique de la langue, nous ne nous intéresserons qu'aux informations � diibles �.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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60 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsgraphiquement une fontion sous forme de � matrie � à deux olonnes, la premièreorrespondant à l'ensemble de départ de la fontion, la seonde à son ensembled'arrivée et haque élément de l'ensemble de départ est mis en regard de son imagepar une �èhe ( 7→).
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italien 7−→ {JoeyT}ateur 7−→ {JoeyT}femme 7−→ {MoniaG ; PhoebeB ; RahelG}homme 7−→ {JoeyT ; ChandlerB ; RossG}fumer 7−→ {ChandlerB}aimer 7−→ {〈RahelG,RossG〉 ; 〈RossG,RahelG〉 ;
〈MoniaG,ChandlerB〉 ;
〈ChandlerB,MoniaG〉}frère-de 7−→ {〈RossG,MoniaG〉}et.































On peut également expliiter F ave la notation fontionnelle habituelle, en éri-vant par exemple : F (italien) = {JoeyT}, F (femme) = {MoniaG ; PhoebeB ;RahelG}, et.Le modèle nous dit aussi � qui est qui �. Cela signi�e que la fontion d'interpré-tation indique également à quel individu du domaine orrespond haque onstanted'individu du langage. Don F doit être omplétée par les attributions suivantes :
















m 7−→MoniaGp 7−→ PhoebeBr1 7−→ RahelG 7−→ ChandlerBj 7−→ JoeyTr2 7−→ RossG














Résumons par la dé�nition suivante :Dé�nition 2.10 (Modèle)Un modèle (simple) d'interprétation sémantique d'un langage lo est dé�ni par unouple 〈A, F 〉 où A est un ensemble non vide et F une fontion qui projette lesonstantes non logiques (ie d'individus et de prédiats) de lo dans A.Si M est le nom du modèle, on pose M = 〈A, F 〉 en guise dé�nition.On dit que A est le domaine de M et on le tient pour l'ensemble de tous lesindividus du monde dérit par M.
F s'appelle la fontion d'interprétation de lo dans M.2.3.3 Les règles sémantiquesNous pouvons maintenant dé�nir la sémantique du langage lo, 'est-à-dire sesrègles d'interprétation. Comme nous le savons maintenant, il s'agit de règles de() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.3. Interprétation dans le alul des prédiats 61alul, et plus préisément du alul de la dénotation de toute expression de lo.Pour exprimer es aluls, introduisons d'abord un élément de notation.Notation 2.5 (Valeur sémantique)Soit α une expression interprétable quelonque (de lo).
[[α]] représente la valeur sémantique de l'expression α. On l'appelle égalementl'interprétation de α.Nous allons nous servir de ette notation pour représenter la dénotation desexpressions. La dénotation est, omme il se doit, la valeur sémantique relativisée àun ertain modèle.Notation 2.6 (Dénotation)Soit α une expression interprétable quelonque (de lo) et M un modèle.
[[α]]M représente la dénotation de α relativement au modèle M.Remarque : [[ ]] est une notation symbolique, mais elle n'appartient pas au lan-gage lo ; là enore 'est un méta-symbole que les sémantiiens utilisent pour parlerde la sémantique d'une expression.Pour dérire le sens dans lo, nous devons dé�nir la valeur sémantique de touteexpression interprétable relativement à tout modèle possible. Pour e faire, il su�td'exprimer les règles de alul par rapport à un modèle absolument quelonque,'est-à-dire omplètement général ; on est sûr ainsi qu'elles vaudront pour n'importequel modèle. Comme l'ensemble des expressions de lo est déterminé par les règlesde syntaxe, le plus e�ae est de reprendre haune de es règles et de lui assoierune règle d'interprétation sémantique. Ainsi on aura la garantie d'avoir dé�ni unesémantique pour toutes les expressions possibles de lo.Commençons d'abord par dé�nir l'interprétation du � lexique � de base de lo,'est-à-dire les onstantes d'individus et de prédiats. Nous l'avons vu, la valeursémantique de es onstantes nous est diretement donnée par la fontion d'inter-prétation F du modèle par rapport auquel on a hoisi d'e�etuer le alul.Dé�nition 2.11 (Interprétation des onstantes non logiques)Soit un modèle M = 〈A, F 〉.1. Si α est une onstante d'individu, alors [[α]]M = F (α) ; ie l'individu de Aassigné à a par F .2. Si P est une onstante de prédiat, alors [[P ]]M = F (P ) ; ie un ensembled'individus de A si P est unaire, un ensemble de ouples d'individus de A si

P est binaire, et.Ensuite nous devons spéi�er omment obtenir la dénotation de n'importe quelleformule onstruite par la syntaxe. Les règles d'interprétation sont réursives (ommeelles de la syntaxe) et ompositionnelles ar l'interprétation de toute formule estdé�nie via l'interprétation de ses onstituants. Comme la dénotation d'une formuleest une valeur de vérité, nous allons devoir manipuler le vrai et le faux, et nous leferons au moyen des symboles suivants :() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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62 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsNotation 2.7 (Valeurs de vérité)On note {0 ; 1} l'ensemble des valeurs de vérité. 1 représente � vrai � et 0 représente� faux �36.Ainsi [[ϕ]]M = 1 signi�e que ϕ est vraie par rapport au (ou dans le) modèle M, et
[[ϕ]]M = 0 que ϕ est fausse par rapport à M.Dé�nition 2.12 (Interprétation des formules)Soit un modèle M = 〈A, F 〉.(Sem.1) a. Si P est un prédiat à une plae et si α est une onstante, alors

[[P (α)]]M = 1 ssi [[α]]M ∈ [[P ]]M ;b. Si P est un prédiat à deux plaes et si α et β sont des onstantes,alors [[P (α, β)]]M = 1 ssi 〈[[α]]M, [[β]]M〉 ∈ [[P ]]M ;. Si P est un prédiat à trois plaes et si α, β et γ sont des onstantes,alors [[P (α, β, γ)]]M = 1 ssi 〈[[α]]M, [[β]]M, [[γ]]M〉 ∈ [[P ]]M ;d. et.(Sem.2) Si t1 et t2 sont des termes, alors [[t1 = t2]]
M = 1 ssi [[t1]]

M = [[t2]]
M.(Sem.3) Si ϕ est une formule, alors [[¬ϕ]]M = 1 ssi [[ϕ]]M = 0.(Sem.4) Si ϕ et ψ sont des formules, alorsa. [[[ϕ ∧ ψ]]]M = 1 ssi [[ϕ]]M = 1 et [[ψ]]M = 1.b. [[[ϕ ∨ ψ]]]M = 1 ssi [[ϕ]]M = 1 ou [[ψ]]M = 1.. [[[ϕ→ ψ]]]M = 1 ssi [[ϕ]]M = 0 ou [[ψ]]M = 1.d. [[[ϕ↔ ψ]]]M = 1 ssi [[ϕ]]M = [[ψ]]M.Arrêtons-nous là pour le moment et laissons de �té provisoirement l'interpré-tation des formules quanti�ées, nous y reviendrons en temps voulu.Ces règles nous disent dans quels as (et seulement quels as) une formule detelle ou telle struture est vraie. Il s'agit bien de onditions de vérité. Et es règlesd'interprétation dé�nissent don bien le sens des formules.Les règles (Sem.1) ne font que reformuler préisément e que nous avons vu en� 2.3.1 : la dénotation d'une formule atomique s'obtient en véri�ant l'appartenaneensembliste (∈) de la dénotation des arguments (seuls ou en n-uplets) à la dénota-tion des prédiats. La règle (Sem.2) est assez simple : elle dit que t1 = t2 est vraidans M si et seulement si les dénotations de t1 et de t2 sont identiques.Ce qui est un peu plus nouveau, e sont les règles (Sem.3) et (Sem.4) qui inter-prètent le r�le des onneteurs logiques. Mais d'après e qu'on a vu en � 2.2.1.3, ellesont assez simples à omprendre, sauf peut-être (Sem.4) que nous ommenteronsun peu plus en � 2.4.1.Pour illustrer le fontionnement de es règles, regardons un exemple d'applia-tion. Une façon de mettre en ÷uvre les aluls sémantiques onsiste à se donner un360 et 1 sont eux aussi des méta-symboles. On pourrait à la plae utiliser F et V, mais parexpériene je trouve que 0 et 1 permettent une leture plus �uide, ils se distinguent mieux gra-phiquement (surtout dans les tables de vérité, f. � 2.4.1). Et puis on a déjà F pour la fontiond'interprétation, évitons autant que possible les homographies.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.3. Interprétation dans le alul des prédiats 63modèle petit mais détaillé et d'évaluer des formules par rapport à e modèle. Soitdon le modèle-jouet M1 = 〈A1, F1〉, dé�ni omme suit (on lui met l'indie 1 pourmontrer que 'est un modèle bien partiulier).
A1 = {Thésée ; Hippolyta ; Hermia ; Héléna ; Lysandre ; Démétrius ;Egée ; Puk ; Obéron ; Titania ; Bottom}
F1(t1) = Thésée,
F1(h1) = Hippolyta,
F1(h2) = Hermia,
F1(h3) = Héléna,
F1(l) = Lysandre,
F1(d) = Démétrius,

F1(e) = Egée,
F1(p) = Puk,
F1(o) = Obéron,
F1(t2) = Titania,
F1(b) = Bottom

F1(elfe) = {Obéron ; Titania ; Puk}
F1(âne) = {Bottom}
F1(fareur) = {Thésée ; Obéron ; Titania ; Puk}
F1(triste) = {Héléna}
F1(mari-de) =

{

〈Thésée,Hippolyta〉 ;
〈Obéron,Titania〉 }

F1(père-de) =
{

〈Egée,Hermia〉}
F1(aimer) =







































〈Thésée,Hippolyta〉 ;
〈Hippolyta,Thésée〉 ;
〈Lysandre,Hermia〉 ;
〈Hermia,Lysandre〉 ;
〈Démétrius,Hermia〉 ;
〈Héléna,Démétrius〉 ;
〈Titania,Bottom〉





































Cette présentation de M1 implique que nous travaillons présentement sur unepetite portion d'un langage de type lo qui ne omprend que les onstantes d'in-dividu t1, h1, h2, h3, l, d, e, p, o, t2, b, et les prédiats elfe, âne, fareur, triste,mari-de, père-de et aimer. Ce petit fragment est loin de nous permettre de rédigeren lo un résumé d'une pièe de Shakespeare, mais il nous su�ra pour évaluer la vé-rité d'une bonne variété de formules. Notons aussi que M1 sous-entend aussi (maissans équivoque possible) que tous les prédiats sont à un argument sauf mari-de,père-de et aimer qui sont binaires.Commençons ave une formule très simple ; on peut se demander quelle est ladénotation (25) relativement à M1 :(25) aimer(d,h2)'est-à-dire, que vaut [[aimer(d,h2)]]M1 ? La règle (Sem.1b) nous dit que
[[aimer(d,h2)]]

M1 = 1 ssi 〈[[d]]M1 , [[h2]]M1〉 ∈ [[aimer]]M1 . Or, d'après la règle1 de l'interprétation des onstantes non logiques, [[d]]M1 = F1(d) 'est-à-direDémétrius d'après la donnée de M1, et [[h2]]M1 = F1(h2) = Hermia. Don() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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64 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats
〈[[d]]M1 , [[h2]]M1〉 = 〈Démétrius,Hermia〉. Quant à [[aimer]]M1 'est égal à
F1(aimer), qui vaut l'ensemble de ouples donnée plus haut. Et on onstate que
〈Démétrius,Hermia〉 fait bien partie de et ensemble. On don bien montré que
[[aimer(d,h2)]]M1 = 1, (25) est vraie dans M1.Essayons ave (26) :(26) [triste(b) ∧ aimer(t2,b)]La règle (Sem.4a) nous dit que [[[triste(b) ∧ aimer(t2,b)]]]M1 = 1 ssi
[[triste(b)]]M1 = 1 et [[aimer(t2,b)]]M1 = 1. Regardons d'abord [[triste(b)]]M1 .
[[b]]M1 = F1(b) = Bottom et [[triste]]M1 = F1(triste) = {Héléna}. Don évi-demment [[b]]M1 6∈ [[triste]]M1 et don, en vertu de (Sem.1a), on en onlut que
[[triste(b)]]M1 = 0. On peut s'arrêter là, ar la ondition demandée par (Sem.4a)n'est pas remplie : il faut que les deux sous-formules soient vraies pour que (26)le soit ; si la première est fausse, il est inutile d'évaluer la seonde, on sait que
[[[triste(b) ∧ aimer(t2,b)]]]M1 = 0.Remarquons en passant que e qui est faux par rapport à M1, omme triste(b),'est e qui n'est pas donné omme information par M1.Regardons une formule négative, (27) :(27) ¬[âne(p) ∨ fareur(p)](Sem.3) dit que [[¬[âne(p) ∨ fareur(p)]]]M1 = 1 si et seulement si [[[âne(p) ∨fareur(p)]]]M1 = 0. Calulons don [[[âne(p) ∨ fareur(p)]]]M1 . (Sem.4b) dit queette sous-formule est vraie si [[âne(p)]]M1 = 1 ou si [[fareur(p)]]M1 = 1.Là on peut gagner du temps en observant M1 qui nous onseille de regarderd'abord la valeur de fareur(p). [[p]]M1 = F1(p) = Puk et [[fareur]]M1 =
F1(fareur) = {Thésée ; Obéron ; Titania ; Puk}, don [[p]]M1 ∈ [[fareur]]M1 ,et don [[fareur(p)]]M1 = 1. Et ela su�t à montrer que [[[âne(p)∨fareur(p)]]]M1 =
1, puisque selon (Sem.4b) il su�t que l'un des deux membres d'une disjontionsoit vrai pour que l'ensemble soit vrai. Maintenant la règle (Sem.3) � ommetoutes les règles d'interprétation � est en � si et seulement si � ; ela veut direque [[¬ϕ]]M1 = 1 si [[ϕ]]M1 = 0 et [[¬ϕ]]M1 = 0 si [[ϕ]]M1 = 1. Par onséquent,
[[¬[âne(p) ∨ fareur(p)]]]M1 = 0.Exerie 2.4Caluler la dénotation relativement à M1 des formules suivantes :1. [père-de(o,p) ↔ elfe(b)]2. [¬ aimer(d,h3) → triste(h3)]3. ¬[elfe(p) ∧ fareur(p)]4. [fareur(t1) → [elfe(t1) → âne(t1)]]() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 652.4 Un peu de logiqueA�n de bien maîtriser la sémantique de lo, il est temps de faire un petit détourvers la logique, ar en se fondant sur le alul des prédiats, lo met surtout enavant les propriétés logiques de la struture sémantique des phrases. Nous allonsdon examiner de plus près les onneteurs logiques, ainsi que des notions formellesattahées aux formules de lo, e qui nous permettra de nous donner des règlesd'interprétation assez simples pour les formules quanti�ées. Cette setion permettrapar ailleurs de s'entraîner un peu à l'analyse par onditions de vérité.2.4.1 Tables de véritéLes onneteurs logiques (¬, ∧, ∨, →, ↔) de lo sont également appelés desonneteurs vérifontionnels. Cela veut dire que leur dénotation peut être onsi-dérée omme une fontion à un (pour ¬) ou deux (pour les autres) argument(s)pris dans {0 ; 1} et qui retourne une valeur de {0 ; 1}. C'est e qu'on appelle unefontion de vérité. C'est juste une façon mathématique de dire que la valeur devérité d'une formule onstruite ave un onneteur dépend simplement de la valeurde vérité de ses sous-formules onnetées. Et la dé�nition de es fontions nous estdonnée dans les règles (Sem.3) et (Sem.4).On peut expliiter es règles de manière systématique à l'aide de e qu'on appelledes tables de vérité. Une table de vérité est un tableau qui permet de visualiser trèsfailement toutes les dénotations que peuvent prendre une formule (ou un shémade formules) onstruite ave un onneteur. Le prinipe est le suivant : les pre-mières olonnes d'une table vont orrespondre aux sous-formules onnetées ; on yfait �gurer toutes les ombinaisons de valeurs de vérité qu'elles peuvent prendre(lorsqu'on examine un onneteur binaire, il y a quatre ombinaisons possibles) ;et dans la olonne suivante, en fae de haque ombinaison de valeurs, on pose lavaleur de vérité résultante pour la formule omplexe. Les tables de vérité sont auxonneteurs logiques e que nos vieilles tables de multipliation sont à la multipli-ation. Le Tableau 2.1 regroupe les tables de vérité des quatre onneteurs logiquesde lo.
ϕ ψ [ϕ ∧ ψ] [ϕ ∨ ψ] [ϕ→ ψ] [ϕ↔ ψ]

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1Tab. 2.1 � Tables de vérité des onneteurs logiques de loChaque ligne d'une table est don une ombinaison possible des valeurs de ϕ et

ψ. Par rapport à notre formalisation sémantique, ela veut dire que haque lignerésume une ertaine atégorie de modèles : la première ligne représente tous lesmodèles par rapport auxquels ϕ et ψ sont toutes deux vraies, la deuxième tous les() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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66 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsmodèles par rapport auxquels ϕ est vraie et ψ est fausse, et. Quand on regarde ladénotation d'une formule onstruite ave un onneteur binaire, on ne s'intéressequ'à quatre grandes atégories de modèles.On peut aussi dresser la table de vérité de la négation, et là on n'a à regarderque deux atégories de modèles : eux où la formule de départ est vraie et eux oùelle est fausse ; f. Tableau 2.2.
ϕ ¬ϕ

1 0
0 1Tab. 2.2 � Table de vérité de la négationLe prinipe des tables de vérité permet également de aluler toutes les dénota-tions possibles de formules omplexes, ou plus exatement de shémas généraux deformules, qui omprennent plusieurs onneteurs37. Tehniquement il su�t d'ajou-ter des olonnes intermédiaires pour les di�érentes étapes du alul et ainsi on ob-tient progressivement le résultat �nal en réutilisant les résultats intermédiaires38.Ces aluls sont ourants en logique, et ii ils peuvent nous être utiles ar il y aune règle de logique qui dit que deux formules qui ont la même table de vérité sontlogiquement (et sémantiquement) équivalentes, puisque ela veut dire qu'elles sontvraies dans exatement les mêmes modèles.Regardons par exemple les dénotations de [¬ϕ ∧ ¬ψ] puis de ¬[ϕ ∨ ψ] donnéesdans le Tableau 2.3.

ϕ ψ ¬ϕ ¬ψ [¬ϕ ∧ ¬ψ]

1 1 0 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

ϕ ψ [ϕ ∨ ψ] ¬[ϕ ∨ ψ]

1 1 1 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1Tab. 2.3 � Tables de vérité de [¬ϕ ∧ ¬ψ] et de ¬[ϕ ∨ ψ]Dans la table de gauhe on alule d'abord les valeurs pour ¬ϕ et ¬ψ, en seservant de la table 2.2 de la négation ; puis sur es deux olonnes on applique lesrègles de alul de la onjontion ∧ données dans la table 2.1 et ela nous donneles valeurs pour [¬ϕ ∧ ¬ψ]. La onstrution de la table de vérité suit les étapesde la onstrution syntaxique de la formule. Et don dans la table de droite, onommene par indiquer les valeurs de [ϕ∨ψ], et à partir de ette olonne on alule37Cependant l'outil des tables de vérité n'est opérant que sur les formules qui ne ontiennentpas de quanti�ateurs ni de variable, ar alors la variété de modèles à prendre en ompte estimmense et ne peut pas se résumer à quelques lignes.38Mais attention : il ne faut pas oublier d'énumérer sur les lignes de la table toutes les ombi-naisons possibles de valeurs de vérité pour les sous-formules de base prises en ompte. Plus uneformule omplexe onnete de formules simples di�érentes, plus elle aura de lignes.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 67les valeurs de ¬[ϕ∨ψ]. Les olonnes de résultat �nal des deux tables sont identiques,les deux formules sont logiquement (et sémantiquement) équivalentes. Pour illustrerela, reprenons l'exemple (27) :(27) ¬[âne(p) ∨ fareur(p)]Cette formule peut littéralement traduire la phrase française � il est faux quePuk est un âne ou un fareur � ; en lair, ela signi�e la même hose que � Pukn'est ni un âne, ni un fareur �, autrement dit � Puk n'est pas un âne et Pukn'est pas un fareur �, e qui se traduit bien en (27)′ :(27)′ [¬âne(p) ∧ ¬fareur(p)]Cette équivalene logique fait partie de e qui est onnu sont le nom de loisde Morgan. Il y en a une seonde qui est que ¬[ϕ ∧ ψ] et [¬ϕ ∨ ¬ψ] sont aussilogiquement équivalentes. On peut l'illustrer ave les exemples suivants : � il estfaux que Puk est un âne et un fareur �, 'est-à-dire � Puk n'est pas un ânefareur �, e qui veut bien dire � Puk n'est pas un âne ou bien Puk n'est pasfareur �. Les lois de Morgan peuvent don s'avérer utiles pour omprendre ertainesformules ou phrases négatives.Théorème 2.1 (Lois de Morgan)Une formule de la forme ¬[ϕ ∧ ψ] et une formule de la forme [¬ϕ ∨ ¬ψ] sontlogiquement équivalentes.Une formule de la forme ¬[ϕ ∨ ψ] et une formule de la forme [¬ϕ ∧ ¬ψ] sontlogiquement équivalentes.Exerie 2.51. Montrez, par la méthode des tables de vérité, que [[ϕ∧ψ]∧χ] et [ϕ∧ [ψ∧χ]]sont logiquement équivalentes. NB : ii les tables auront 8 lignes.2. De même pour [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ] et [ϕ ∨ [ψ ∨ χ]].3. Montrez que [[ϕ → ψ] → χ] et [ϕ → [ψ → χ]] ne sont pas logiquementéquivalentes.Les deux équivalenes de l'exerie 2.5 disent �nalement que par exemple lors-qu'on a deux onjontions qui � se suivent � dans une formule, peu importe om-ment on les regroupe, 'est-à-dire omment on plae les rohets, la dénotation dela formule reste toujours la même. On dit que la onjontion et la disjontion sontdes onneteurs assoiatifs (omme le sont l'addition et la multipliation sur lesnombres), et pour ette raison on peut s'autoriser à faire l'éonomie de es rohetsdans l'ériture des formules : ils n'ont pas d'impat sémantique. Ainsi on pourraérire de temps en temps [ϕ ∧ ψ ∧ χ] et [ϕ ∨ ψ ∨ χ] à la plae des quatre premièresformules de l'exerie 2.5. Mais il faut bien garder à l'esprit que [ϕ ∧ ψ ∧ χ] n'estqu'une ommodité d'ériture : en toute rigueur, e n'est pas une formule bien for-mée de lo, mais juste un raouri qui vaut indi�éremment pour [[ϕ ∧ ψ] ∧ χ] ou
[ϕ ∧ [ψ ∧ χ]].() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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68 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsEn revanhe, omme le montre la troisième partie du même exerie, [ϕ→ ψ →
χ] n'est pas une ériture autorisée, ette (pseudo-)formule n'a vraiment auun sens.De même on n'a pas le droit d'érire [ϕ ∧ ψ ∨ χ].Il y a une autre règle de suppression des rohets que l'on peut s'aorder pouralléger les éritures de formules. Les rohets servent à regrouper les sous-formulesà l'intérieur d'une formule omplexe pour éviter toute équivoque et pour bien mar-quer le � hamp d'appliation � d'un onneteur. Par onséquent lorsqu'une for-mule (mais pas une sous-formule !) est entièrement enadrée de rohets, eux-i neservent pas à grand hose, ar justement ette formule globale n'est onnetée à au-une autre. Ainsi il est sémantiquement ino�ensif de supprimer les rohets les plusextérieurs d'une formule et on peut érire ϕ → ψ à la plae de [ϕ → ψ] tant qu'ils'agit d'une formule autonome. Mais attention, ela ne onerne que les rohetsomplètement extérieurs : on n'a pas le droit de les supprimer dans ¬[ϕ ∧ ψ] oudans ∃x[elfe(x) ∧ fareur(x)] (mais on a le droit d'érire ∃x elfe(x) ∧ ∃x fareur(x)pour [∃x elfe(x) ∧ ∃x fareur(x)]).Exerie 2.6Montrez que les paires de formules suivantes sont haune logiquement équiva-lentes :1. ϕ et ¬¬ϕ2. [ϕ→ ψ] et [¬ϕ ∨ ψ]3. [ϕ→ ψ] et [¬ψ → ¬ϕ]4. [ϕ→ [ψ → χ]] et [[ϕ ∧ ψ] → χ]5. [ϕ ∧ [ψ ∨ χ]] et [[ϕ ∧ ψ] ∨ [ϕ ∧ χ]]6. [ϕ ∨ [ψ ∧ χ]] et [[ϕ ∨ ψ] ∧ [ϕ ∨ χ]]Il n'est pas inutile de onnaître par ÷ur es équivalenes (la no 1 s'appelle d'ailleursla loi de la double négation et la no 3 la loi de ontraposition39).2.4.2 Disjontions inlusive et exlusiveLa table de vérité de la disjontion ∨, répétée dans le Tableau 2.4, de même quela règle (Sem.4b) nous disent que [ϕ ∨ ψ] est vraie si l'une des deux sous-formulesest vraie et aussi lorsqu'elles sont vraies toutes deux. C'est e qu'on appelle ladisjontion inlusive, et 'est pourquoi elle est parfois prononée � et/ou �. Il existeen logique un autre onneteur disjontif, qu'on appelle la disjontion exlusive ;notons-la par le symbole ∨∨40 ; sa table de vérité est donnée dans le Tableau 2.4.39Un exemple d'équivalene via la double négation est donnée par � Marie fume � et � il estfaux que Marie ne fume pas �. La loi de ontraposition peut s'illustrer par � s'il y a de la fumée,il y a du feu � et � s'il n'y a pas de feu, il n'y a pas de fumée �.40Ce symbole n'est pas spéialement onsaré dans la littérature logique. Mais à ma onnais-sane, il n'y a auun onsensus de notation lairement établi ; on trouve failement les variantessuivantes : ⊻, ▽, +, ⊕, 6≡, et., e qui tend à montrer le �té relativement marginal de e onne-teur.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 69
ϕ ψ [ϕ ∨ ψ] [ϕ ∨∨ ψ]

1 1 1 0
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0Tab. 2.4 � Tables de vérité des disjontions inlusive et exlusiveOn voit que [ϕ∨∨ψ] est vraie si l'une des deux sous-formules est vraie mais pasles deux en même temps. C'est fromage ou dessert.Une question importante qu'on a à se poser en sémantique, 'est de savoir si lesexpressions de la langue qui expriment la disjontion, en français � ou �, � ou bien �,� soit..., soit... �, doivent s'analyser par une disjontion inlusive ou exlusive. Onpeut deviner la réponse puisque 'est ∨ et pas ∨∨ qui a été introduit dans lo, maisregardons les hoses plus préisément.En fait, il peut sembler que la plupart (ou au moins un grand nombre) desphrases disjontives du français sont plus naturellement omprises omme expri-mant une disjontion exlusive plut�t qu'inlusive. Un exemple lassique est (28) :(28) Alie est dans sa hambre ou dans la salle de bain.Il paraît assez évident que ette phrase ne suggère pas qu'Alie est peut-êtreà la fois dans sa hambre et dans la salle de bain. La disjontion en (28) a bienl'air exlusive. Remarquons au passage que, parmi les raisons qui peuvent amenerun louteur à utiliser une disjontion dans son énoné, l'une des plus ourantes estlorsqu'il ne dispose pas d'une information absolument ertaine, que pour lui deuxpossibilités sont en balane. Mais ela ne veut pas dire que es énonés ne sont pasinformatifs ; ils ne sont pas vagues ; (28) exlut tous les autres endroits où Aliepeut être.Les phrases suivantes fontionnent de la même manière, en illustrant des dis-jontions exlusives :(29) Ce type, il s'appelle Hubert ou Herbert.(30) Daniel travaille à Biarritz ou à Bayonne.(31) Cet été pour les vaanes, Adèle est allée en Espagne ou en Italie.Mais il faut faire une remarque importante ii : e n'est pas forément pare quel'on omprend es phrases omme exprimant une disjontion exlusive ou qu'ellesnous semblent exprimer une disjontion exlusive que leur sens doit être analysé dela sorte. Nous savons à présent omment dérire le sens d'une phrase : e sont sesonditions de vérité. Or demandons-nous dans quels as la phrase (31) est vraie. Elleest vraie bien sûr si Adèle est e�etivement allée en Espagne ou si elle est allée en() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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70 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsItalie. Mais qu'en est-il si elle a fait deux voyages pendant ses vaanes et qu'elle avisité les deux pays ? Dans e as, fore est d'admettre que (31) est également vraie.Autrement dit, les onditions de vérité nous donnent lairement une disjontioninlusive. La phrase (32) en est un autre exemple. Imaginez un inspeteur menantune enquête et qui, après avoir reueilli des indies et des témoignages, énone laonlusion suivante :(32) Le oupable est roux ou il porte une perruque rousse.Devra-t-on alors éarter un suspet qui à la fois serait roux et porterait uneperruque rousse ? Bien sûr que non. Par onséquent, même si elle n'en a pas l'air,la phrase (32) a une struture sémantique de disjontion inlusive.On peut ependant faire une double objetion : d'abord les disjontions desphrases (28)�(30) ont l'air � plus � exlusives qu'en (31) et (32), ensuite ommentexpliquer que malgré tout il y a une leture exlusive qui se présente nettementlorsqu'on lit tous es exemples ? Il y a plusieurs manières de répondre à ela.Une première expliation serait d'ordre stritement sémantique et grammati-ale. Elle dirait que la onjontion � ou � du français41 est ambiguë : il y auraitdeux � ou �, un inlusif et un exlusif. Ainsi (31) reevrait deux tradutions pos-sibles en lo :(31)′ a. [aller(a, e) ∨ aller(a, i)]b. [aller(a, e) ∨∨ aller(a, i)]Mais il a été montré (par Gazdar (1979) notamment) que ette analyse estdi�ilement défendable et on retient préférentiellement des expliations plus prag-matiques.D'abord il ne faut pas manquer d'observer dans les exemples (28) et (29) que,dans le ours normal des hoses, les as où les deux membres de la disjontionsont vrais (Alie est à deux endroits à la fois, le type porte deux prénoms usuels)sont hautement improbables, si e n'est impossibles ou absurdes. Il s'agit là en faitd'une sorte de présupposé de bon sens, quelque hose que le louteur et l'alloutairesavent ou présument ensembles et taitement. Et ela se re�ète dans les onditionsde vérité : savoir si (28) est vraie lorsqu'Alie est dans les deux pièes à la foisest tout simplement sans intérêt, sans pertinene. Et on peut même dire que dansun tel as, (28) n'est ni vraie ni fausse, mais hors de propos � e qui est bienune propriété des présuppositions. Si on tient ompte de ette présupposition, ladisjontion n'a de valeur que pour dire qu'un et un seul des deux membres est vrai,e qui provoque bien une leture exlusive. Simplement e qui fait l'exlusivitéde la disjontion n'est pas a�rmé par le louteur mais présupposé, et e n'estdon pas dans la struture sémantique de sa phrase. En bref, nos phrases ii sontsémantiquement des disjontions inlusives qui par présupposition reviennent à des41Mais ela se retrouverait probablement dans toutes les langues.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 71disjontions exlusives42.Il y a une autre expliation pragmatique, qui ne s'oppose pas à la première,et selon laquelle les letures disjontives exlusives sont des e�ets d'impliaturesonversationnelles. L'idée est la suivante : une onjontion de deux formules [ϕ∧ψ]est plus informative, plus préise que la disjontion de es mêmes formules [ϕ∨ψ],ar la onjontion est vraie dans moins de as que la disjontion (f. Tableau 2.1) etar [ϕ∨ψ] est une onséquene logique de [ϕ∧ψ] (quand la onjontion est vraie ladisjontion l'est aussi). Par exemple, dire qu'Adèle est allée en Espagne et en Italieest évidemment plus préis que de dire qu'elle est allée en Espagne ou en Italie. Paronséquent, si un louteur énone la formule la moins informative, 'est qu'il estprobable qu'il ne pense pas que la formule la plus informative soit vraie. Autrementdit, une impliature que l'on peut tirer normalement de [ϕ ∨ ψ] 'est ¬[ϕ ∧ ψ]. Etsi on réunit les deux, ela nous donne : ϕ ou ψ et pas les deux à la fois, e qui estbien l'interprétation de la disjontion exlusive. Préédemment, l'exlusivité étaitdonnée a priori par une présupposition, ii elle est obtenue a posteriori par uneimpliature.Terminons es observations ave le oup de grâe que nous pouvons porterà une analyse sémantique de la disjontion exlusive. Reprenons l'hypothèse quisuggérait que � ou � soit sémantiquement (ie lexialement) ambigu entre ∨ et ∨∨.Cela veut dire que toute phrase en � ou � reçoit deux tradutions plausibles etqu'éventuellement ensuite l'une des deux soit éartée pare que peu appropriéedans le ontexte.Regardons alors e qui se passe ave une disjontion multiple, 'est-à-dire à plusde deux membres, omme par exemple (33) :(33) Marie a prévenu Pierre ou Albert ou Jaques.Si � ou � est ambigu, alors (33) peut se traduire au moins de deux façons :(33)′ a. [[prévenir(m,p) ∨ prévenir(m, a)] ∨ prévenir(m, j)] oub. [[prévenir(m,p) ∨∨ prévenir(m, a)] ∨∨ prévenir(m, j)]'est-à-dire les shémas de formules [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ] ou [[ϕ ∨∨ ψ] ∨∨ χ]. Avant mêmed'analyser es formules, on peut déjà expliiter les onditions de vérité de (33)simplement en regardant la phrase. On peut y voir e�etivement deux letures, uneinlusive et une exlusive. Pour la leture disjontive inlusive, (33) est vraie si etseulement si Marie a prévenu au moins un des trois garçons � et don 'est vraiaussi si elle en a prévenu deux ou les trois. Pour la leture disjontive exlusive 'estmoins simple ar il y a deux manières de voir les hoses. On pourrait envisager uneleture exlusive faible qui dirait que (33) est vraie ssi Marie a prévenu au moins42Mais attention : il s'agit bien là de présuppositions pragmatiques, en e sens qu'elles onstituentdes informations évidentes. Le fait qu'on est enlin à présumer qu'une même personne ne peutpas être à la fois dans deux endroits di�érents est indépendant de la sémantique de la disjontionen français. Il serait don fautif de onsidérer ii la onjontion ou omme un délenheur deprésupposition.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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72 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsun des trois garçons mais pas tous les trois � e serait don vrai si elle en a prévenudeux. Mais ette interprétation semble peu naturelle et plut�t ompliquée. L'autreleture serait exlusive forte, elle dirait que (33) est vraie ssi Marie a prévenu unseul des trois garçons. Examinons maintenant e que nous disent les tables de véritéde nos deux shémas de formules. Elles sont donnée dans le Tableau 2.5.
ϕ ψ χ [ϕ ∨ ψ] [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ]

1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
1 0 0 1 1
0 1 1 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 0

[ϕ ∨∨ ψ] [[ϕ ∨∨ ψ] ∨∨ χ]

0 1
0 0
1 0
1 1
1 0
1 1
0 1
0 0Tab. 2.5 � Tables de vérité de disjontions à trois termesLa table de [[ϕ ∨ ψ] ∨ χ] est bien onforme à nos attentes. Quant à elle de

[[ϕ ∨∨ ψ] ∨∨ χ] elle orrespond presque à la leture exlusive forte ; � presque � àause de la première ligne qui ne donne pas le résultat esompté. Et 'est beauoupplus grave qu'il n'y paraît ar si on reommene l'exerie ave une disjontion àquatre ou inq membres, on onstatera une étonnante régularité : une disjontionexlusive multiple (en ∨∨) est vraie ssi il y a un nombre impair de sous-formulesatomiques onnetées qui sont vraies. Et ette règle n'a déidément rien à voir avee que peut vouloir dire un louteur qui énone une phrase disjontive. Autrementdit, le onneteur ∨∨ donne des résultats erronés quand il s'agit d'exprimer le sensdes phrases du français.La onlusion de tout ela est que d'un point vue stritement sémantique, 'est-à-dire onernant uniquement les onditions de vérité, l'expression d'une disjon-tion en français sera toujours traduite par une disjontion inlusive, ∨. C'est à unautre niveau de l'analyse (pragmatique) que se manifeste le aratère exlusif del'interprétation d'une disjontion. Nous n'utiliserons don pas ∨∨ dans lo.2.4.3 Impliation matérielleLe onneteur de l'impliation matérielle, →, a été présenté omme étant equi permet de traduire en lo les onstrutions onditionnelles en � si..., (alors)... �.Exemple :(34) Si Démétrius n'aime pas Héléna, alors elle est (/sera) triste.
[¬ aimer(d,h3) → triste(h3)]Introduisons d'abord deux éléments de voabulaire attahés aux impliations :() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 73Dé�nition 2.13 (Antéédent et onséquent d'une impliation)Dans une impliation de la forme [ϕ→ ψ], la sous-formule ϕ s'appelle l'antéédentde l'impliation, et la sous-formule ψ son onséquent.Par extension on parle aussi de l'antéédent et du onséquent d'une phrase ondi-tionnelle pour désigner respetivement la proposition subordonnée (en si) et laprinipale.Les onditions de vérité données en (Sem.4) et la table de vérité, reproduitedans le Tableau 2.6, peuvent paraître un peu éloignées de e que l'on attend dela sémantique d'une struture onditionnelle du français en � si �. Il faut d'abordsavoir que la formulation de (Sem.4) n'est qu'une façon de dire parmi d'autresvariantes équivalentes ; on aurait pu tout aussi bien érire : [[[ϕ → ψ]]]M = 1 siet seulement si, si [[ϕ]]M = 1 alors [[ψ]]M = 1 aussi. Mais la version (Sem.4) a lemérite d'être plus analytique et moins alambiquée.
ϕ ψ [ϕ→ ψ]

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1Tab. 2.6 � Table de vérité de →Ce qui gêne souvent dans la table de vérité de →, 'est sa troisième ligne :omment le faux peut-il impliquer le vrai ? ou omment de quelque hose de fauxpeut-on déduire quelque hose de vrai ?D'abord, il faut bien être avisé du fait que l'impliation matérielle n'est pas lamême hose que la dédution ; e sont deux onepts orthogonaux. L'impliationmatérielle est un symbole de lo qui permet d'érire des formules ; la dédution estun type de raisonnement, ou éventuellement un jugement que l'on porte sur uneforme de raisonnement (on dit par exemple que tel raisonnement est dédutif). Unemanière d'établir une dédution est d'utiliser la relation de onséquene logiqueque nous avons vue au hapitre préédent. On la notait par |=, et e symbolene fait pas partie de lo, 'est un méta-symbole. Il sert à a�rmer qu'il y a uneonséquene logique entre des phrases, et on a bien vu que ette relation ne s'établitpas n'importe omment (nous y reviendrons en � 2.4.5). Au ontraire, la règlesyntaxique (Syn.4) nous autorise à plaer le onneteur → entre n'importe quellesformules, pourvu qu'elles soient bien formées. C'est que [ϕ → ψ] en soi n'a�rmerien, quand on l'érit on ne dit pas si elle est vraie ou fausse (d'où l'utilité desmodèles et de [[ ]]). Ainsi on a tout à fait le droit d'érire [ϕ → ¬ϕ] puisque 'estune ebf, alors qu'érire P |= ¬P 'est ommettre une �agrante erreur de logique.Car es deux éritures ne se situent pas sur le même plan : la première fait partie delo, le langage objet qu'observent et étudient les sémantiiens, alors que la seondeappartient au métalangage, dans lequel s'expriment les sémantiiens.Ensuite, on doit remarquer que le faux n'implique pas que le vrai, il impliqueaussi le faux (f. la table de vérité). Autrement dit le faux implique n'importe() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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74 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsquoi43 : lorsque l'antéédent d'une impliation est faux, la valeur de son onséquentn'est pas disriminante. Ce qui est surtout déterminant, e sont les deux premièreslignes de la table de vérité. Cela peut s'illustrer ave l'exemple suivant :(35) Si je pars de hez moi après 8h, je rate mon train.C'est une phrase que je peux énoner très raisonnablement si je dois prendreun train qui part à 8h20 et que je sais pertinemment qu'il me faut au minimum 20minutes pour aller à la gare44. Maintenant imaginons que �nalement je suis partià 7h40 et que malgré tout, à ause d'une panne de métro ou d'un embouteillage,j'ai quand-même raté mon train ('est-à-dire on imagine un modèle où les hose sesont passées ainsi). Ainsi l'antéédent de (35) est faux et son onséquent est vrai.Doit-on alors en onlure que dans e as (35) est fausse ? Pas du tout, elle restevraie, simplement pare qu'elle ne se pronone pas sur e qui se passe dans le asoù je pars avant 8h (ie lorsque l'antéédent est faux).Il faut tout de même mentionner un e�et de sens qui se produit assez souventave des phrases onditionnelles, et qui là enore est d'ordre pragmatique. Prenonsl'exemple de parents qui disent à leurs enfants :(36) Si vous êtes sages, on ira au par d'attration et après-midi.Cet énoné est une sorte de promesse. Et omme préédemment, plaçons-nousdans une situation où l'antéédent est faux et le onséquent vrai : les enfants n'ontpas été sages du tout et les parents les ont emmenés au par. Dans e as, on nepeut pas vraiment dire qu'ils n'ont pas tenu leur promesse, tehniquement ils nese sont pas parjurés (ça aurait été le as si les enfants ayant été sages ils ne soientpas emmenés au par). En revanhe, on peut estimer que les parents sapent ainsidangereusement leur autorité et leur rédibilité. La raison en est que, omme l'amontré, entre autres, Durot (1984), une a�rmation de la forme de (36) s'aom-pagne habituellement d'un sous-entendu (et don probablement d'une impliatureonversationnelle) de la forme de (37) :(37) Si vous n'êtes pas sages, on n'ira pas au par d'attration et après-midi.C'est pourquoi une phrase omme (36) se omprend souvent omme exprimantune équivalene matérielle (↔) plut�t qu'une impliation, ar l'a�rmation (36)([ϕ→ ψ]) omplétée du sous-entendu (37) ([¬ϕ→ ¬ψ]) revient à � on ira au pard'attration, si et seulement si vous êtes sages �. Cet e�et d'équivalene, omme l'ef-fet d'exlusivité pour la disjontion, est le fruit d'un raisonnement pragmatique45,43C'est même une loi logique fameuse et depuis longtemps identi�ée sous le joli nom de e falsosequitur quodlibet (du faux s'ensuit n'importe quoi, ou le faux implique tout).44Pour les besoins de la démonstration, on fait aussi l'hypothèse extravagante que les trainspartent toujours à l'heure.45Très informellement, e raisonnement peut se résumer ainsi : si les parents énonent (36) touten envisageant la possibilité d'emmener les enfants au par quoi qu'il arrive, alors ça ne sert àrien de mettre une ondition à la promesse, ar dans e as, il leur su�rait de dire simplement :� on ira au par et après-midi �.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 75mais il n'est pas insrit dans la struture sémantique de la phrase de départ (36).Pour onlure sur l'impliation matérielle, disons qu'il faut toujours penser àévaluer globalement la dénotation d'une phrase onditionnelle. Une impliation ouune onditionnelle met en plae une hypothèse exprimée par l'antéédent qui, seule-ment si elle est vraie, nous invite à examiner (ie à véri�er) une onséquene, 'est-à-dire le onséquent. Si l'hypothèse est fausse, alors globalement l'impliation n'a rienà signaler et don elle est � trivialement � vraie. L'hypothèse, don l'antéédent, ale statut de ondition su�sante dans l'impliation. C'est pourquoi on peut s'aiderà bien interpréter une phrase onditionnelle en prononçant l'impliation par � ilsu�t que �46 (mais surtout pas � il faut que � !), omme par exemple (36)′ qui estune bonne variante logique de (36).(36)′ Il su�t que vous soyez sages pour que nous allions au par d'attration etaprès-midi.2.4.4 La quanti�ationIl est temps de revenir aux formules quanti�ées de lo et à leur sémantique.Pour ela, il nous faut examiner quelques propriétés formelles et quelques notionsattahées aux formules qui omportent des symboles de quanti�ation. La plusfondamentale est elle de portée.Dé�nition 2.14 (Portée d'un quanti�ateur)Si une formule ϕ ontient une sous-formule de la forme ∃vψ ou ∀vψ, on dit que ψest la portée respetivement du quanti�ateur ∃v ou ∀v dans ϕ.Regardons tout de suite un exemple (volontairement ompliqué, et laissons de�té e que la formule peut bien signi�er) :(38) ¬∃x∃y[∀z[∃w aimer(z,w) → aimer(y, z)] ∧ aimer(x, y)]En (38), la portée de ∃w est aimer(z,w), elle de ∀z est [∃w aimer(z,w) →aimer(y, z)], elle de ∃y est [∀z[∃w aimer(z,w) → aimer(y, z)]∧aimer(x, y)] et ellede ∃x est ∃y[∀z[∃w aimer(z,w) → aimer(y, z)] ∧ aimer(x, y)].La portée d'un quanti�ateur ∃v ou ∀v est simplement la sous-formule (om-plète !) qui le suit immédiatemment dans la formule globale, ou, si l'on préfère, lasous-formule qu'on a utilisée en appliquant la règle (Syn.5) au moment d'introduire
∃v ou ∀v lors de la onstrution de la formule globale.Remarquez qu'ii on appelle quanti�ateur une séquene omposée d'un sym-bole de quanti�ation suivi d'une variable. A e propos, la formulation de la dé�ni-tion 2.14 est un peu simpli�ée ; pour être tout à fait préis il faut en fait l'énoneren disant : � ... on dit que ψ est la portée de ette ourrene partiulière duquanti�ateur ∃v ou ∀v, respetivement, dans ϕ �. En e�et, rien n'empêhe d'avoir46C'est-à-dire que [ϕ→ ψ] peut se prononer en � si ϕ, ψ � ou � il su�t que ϕ pour que ψ �.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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76 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsplusieurs fois par exemple ∃x dans une formule, et e qui nous intéresse ii 'estr�le du quanti�ateur à un ertain endroit de la formule. Ainsi dans :(39) ∃xmari-de(x, t2) ∧ ∃x[aimer(t2, x) ∧ ¬mari-de(x, t2)]mari-de(x, t2) est la portée de la première ourrene de ∃x et [aimer(t2, x) ∧
¬mari-de(x, t2)] la portée de sa seonde ourrene.La quanti�ation, par nature, onerne les variables. Sémantiquement la portéed'un quanti�ateur 'est, en quelque sorte, son rayon d'ation : elle délimite lazone où se trouvent les variables qui sont onernées par e quanti�ateur dans uneformule. � Conerner � n'est pas un terme retenu en sémantique formelle ; on parleplut�t des variables liées par un quanti�ateur. Et lorsqu'une variable n'est pas liéedans une formule, on dit qu'elle y est libre.Dé�nition 2.15 (Variables libres, variables liées)1. L'ourrene d'une variable v dans une formule ϕ est dite libre dans ϕ si ellen'est dans la portée d'auun quanti�ateur ∃v ou ∀v.2. Si ∃vψ (ou ∀vψ) est une sous-formule de ϕ et si v est libre dans ψ, alors etteourrene de v est dite liée par le quanti�ateur ∃v (ou ∀v).Là aussi, libre et liée sont des propriétés d'ourrenes de variables, 'est-à-direde variables situées à un ertain endroit dans une formule. Regardons par exempleles variables de (40) :(40) ∀x[aimer(x, y) ∧ ∃y elfe(y)]Et examinons les hoses pas à pas. Loalement dans elfe(y), y est libre puisquedans ette sous-formule il n'y a pas de quanti�ateur. Don ette ourrene de
y est liée par ∃y dans ∃y elfe(y) en vertu de la dé�nition 2.15�2. De même dans
[aimer(x, y)∧∃y elfe(y)], x et la première ourrene de y sont libres (et la seondeourrene de y est liée, omme on vient de le voir). Don x est liée par ∀x dans(40). Par ontre, la première ourrene de y, elle, reste libre ar elle est dans laportée d'un ∀x mais pas dans elle d'un ∀y ou d'un ∃y.On pourrait se demander pourquoi la dé�nition 2.15 est si ompliquée et pour-quoi faut-il dé�nir la notion de variable liée à partir de elle de variable libre. Nesu�rait-il pas de dire simplement qu'une variable v est liée par ∃v ou ∀v si elle setrouve dans sa portée ? Eh non, ela ne su�rait pas, ar des quanti�ateurs sur vpeuvent se trouver eux-mêmes dans la portée d'un autre quanti�ateur sur v. Parexemple :(41) ∀x[aimer(x, y) ∧ ∃x elfe(x)]Ii y est libre et le premier x est lié par ∀x, omme en (40). Mais le seond x,lui, n'est pas lié par ∀x, même s'il est dans sa portée. Car il n'est pas libre dans
[aimer(x, y) ∧ ∃x elfe(x)], il est lié par ∃x.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 77Le prinipe de la dé�nition 2.15 en fait est qu'une variable v libre dans une(sous-)formule ϕ est toujours suseptible d'être ensuite liée par un ∃v ou ∀v quiserait plaé devant ϕ. Et il est très important de savoir reonnaître les variablesliées, notamment pour l'interprétation de la quanti�ation puisqu'évidemment lesquanti�ateurs quanti�ent sur les variables qu'ils lient.Exerie 2.7Pour haune des formules suivantes, dites : i) quelle est la portée de haque quan-ti�ateur, ii) quelles sont les ourrenes de variables libres (s'il y en a), et iii) etpar quels quanti�ateurs sont liées les autres variables.1. ∃x[aimer(x, y) ∧ âne(x)]2. ∃x aimer(x, y) ∧ âne(x)3. ∃x∃y aimer(x, y) → âne(x)4. ∀x[∃y aimer(x, y) → âne(x)]5. ¬∃x∃y aimer(x, y) → âne(x)6. ¬âne(x) → [¬∀y[¬aimer(x, y) ∨ âne(x)] → elfe(y)]7. ¬∃x[aimer(x, y) ∨ âne(y)]8. ¬∃x aimer(x, x) ∨ ∃y âne(y)9. ∀x∀y[[aimer(x, y) ∧ âne(y)] → ∃zmari-de(x, z)]10. ∀x[∀y aimer(y, x) → âne(y)]Maintenant intéressons-nous aux onditions de vérité des formules (et des phrases)qui ontiennent des quanti�ateurs. Quand es formules sont simples, leurs ondi-tions de vérité sont assez failes à aratériser, et elles nous donnent le prinipegénéral d'interprétation de la quanti�ation. Par exemple, la formule ∃x âne(x) estvraie dans un modèle M = 〈A, F 〉 ssi il y a un individu, au moins, de A qui ap-partient à F (âne), l'ensemble des ânes de M. Et ∀x âne(x) est vraie dans M ssitous les individus de A appartiennent à F (âne) (tout le monde est un âne). Et trèsinformellement, on généralisera en disant que [[∃xϕ]]M = 1 ssi la formule ϕ est vraiepour au moins un individu de A et [[∀xϕ]]M = 1 ssi ϕ est vraie pour tout individude A. Ainsi omme ave les autres règles sémantiques de lo l'interprétation se faitpar simpli�ation progressive de la formule : on se débarrasse du quanti�ateur eton examine la dénotation de ϕ � une fois ave ∃x et autant de fois que nééssaireave ∀x.Mais il nous faut ii être préis sur e que ela signi�e lorsqu'on dit qu'uneformule ϕ est vraie pour tel ou tel individu de A. D'abord si le quanti�ateur liela variable x, on doit regarder les individus qui en tant que x rendent vraie laformule. Cela veut dire simplement que les individus à tester doivent en quelquesorte prendre la plae de la variable dans la formule ϕ pour qu'ensuite on véri�e sadénotation. Mais les individus appartiennent au modèle, pas à lo, ils ne peuvent pasintervenir eux-mêmes dans les formules. C'est pourquoi une manière de proéderonsiste à utiliser les onstantes omme des représentants des individus dans lo. Leméanisme interprétatif de la quanti�ation peut alors s'exprimer failement pour() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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78 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatstoute formule de lo, il su�t de dire que [[∃xϕ]]M = 1 ssi il y au moins une onstanted'individu telle que si on remplae x par ette onstante dans ϕ, ϕ devient alorsvraie dans M, et [[∀xϕ]]M = 1 ssi quand on remplae x suessivement par toutesles onstantes d'individus, ϕ est alors à haque fois vraie dans M.Cette façon d'interpréter les formules quanti�ées n'est pas omplètement satis-faisante sur le plan théorique, ar elle se débarrasse des variables (en les remplaçantpar des onstantes) simplement pare que nous ne savons pas e qu'est [[x]]M (e�e-tivement nous n'avons jamais dé�ni la dénotation d'une variable dans les règles desdé�nitions 2.11 et 2.12). C'est pourquoi nous verrons au hapitre suivant une autrefaçon, plus rigoureuse et régulière, d'interpréter la quanti�ation. Cependant, surle plan pratique, la méthode présentée ii est tout à fait opérationnelle, à onditionde poser une ontrainte partiulière sur lo qui est qu'à haque individu du domaine
A d'un modèle est assoiée au moins une onstante de lo. C'est le as par exempledans le modèle-jouet M1 (p. 63), mais a priori rien n'oblige à e que ela soittoujours ainsi ; e serait même peu réaliste tant qu'on assimile les onstantes auxnoms propres. Mais ette ontrainte est néessaire ii puisque les onstantes sontensées jouer le r�le des individus. Disons qu'elle ajoute une propriété formelle ausystème de lo sans pour autant avoir un impat sur l'interprétation sémantique dela langue naturelle : on onsidérera que haque nom propre de la langue se traduitpar une onstante de lo, mais que toute onstante ne traduit pas forément unnom propre.Pour formaliser proprement ette méthode d'interprétation par substitution deonstantes, on a simplement besoin d'introduire expliitement la proédure de rem-plaement des variables par des onstantes. C'est une opération générale sur lastruture des formules, que nous noterons omme suit :Notation 2.8 (Substitution)Soit ϕ une formule de lo, v une variable et t un terme. On note [t/v]ϕ le résultatde la substitution dans ϕ de toutes les ourrenes libres de v par t.La substitution ne doit onerner que les ourrenes libres de la variable, arelle sera délenhée par un quanti�ateur ; et les ourrenes libres de x dans ϕsont bien elles qui sont liées par ∃x dans ∃xϕ. (42) nous donne un exemple del'opération47 :(42) [b/x][âne(x) ∧ ∀y[aimer(x, y) ∨ ∃xmari-de(y, x)]]= [âne(b) ∧ ∀y[aimer(b, y) ∨ ∃xmarie-de(y, x)]]A présent nous pouvons formuler les règles d'interprétation systématiques desformules quanti�ées :Dé�nition 2.16 (Interprétation des formules quanti�ées)(Sem.5) a. [[∃vϕ]]M = 1 ssi on trouve (au moins) une onstante κ telle que

[[[κ/v]ϕ]]M = 147L'opérateur de remplaement noté [b/x] ne fait pas partie de lo, 'est juste un moyen nota-tionnel qui fait passer d'une formule à une autre.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 79b. [[∀vϕ]]M = 1 ssi pour toute onstante κ, [[[κ/v]ϕ]]M = 1En somme, es règles transposent sur des onstantes les quanti�ations quisont indiquées sur des variables dans les formules ; et omme haque individu estreprésenté par une onstante, ela revient bien à e�etuer les quanti�ations sur lesindividus du modèle.Illustrons l'appliation de es règles en alulant la dénotation des formulessuivantes par rapport à M1 (p. 63).(43) ∃x[elfe(x) ∧ fareur(x)]La règle (Sem.5a) nous dit que [[∃x[elfe(x) ∧ fareur(x)]]]M1 = 1 ssi il existeune onstante κ telle que [[elfe(κ)∧ fareur(κ)]]M1 = 1. Dans ette ériture, κ n'estqu'une onstante virtuelle, et pour montrer que (43) est vraie dansM1, il su�t donde trouver une (véritable) onstante qui fontionne en tant que κ. En examinant
M1 on voit qu'on peut prendre par exemple la onstante o (et poser ainsi κ = o).En e�et [[elfe(o) ∧ fareur(o)]]M1 = 1, ar [[elfe(o)]]M1 = 1 et [[fareur(o)]]M1 = 1,ar F1(o) = Obéron ∈ F1(elfe) et Obéron ∈ F1(fareur) (on applique ii lesrègles (Sem.4a) et (Sem.1a)). On a ainsi montré que [[(43)]]M1 = 1 : il existe bienun elfe fareur dans M1.Le méanisme d'interprétation est similaire lorsqu'on a plusieurs quanti�ateursexistentiels :(44) ∃x∃y aimer(x, y)Toujours selon (Sem.5a), [[∃x∃y aimer(x, y)]]M1 = 1 ssi on trouve une onstante
κ telle que [[∃y aimer(κ, y)]]M1 = 1. Prenons κ = t1 ; nous avons don mainte-nant à aluler la valeur de [[∃y aimer(t1, y)]]M1 . Là enore (Sem.5a) nous dit que
[[∃y aimer(t1, y)]]M1 = 1 ssi on trouve une onstante κ telle que [[aimer(t1, κ)]]M1 =
1. Et là enore, il su�t de trouver une onstante qui marhe parmi elles dont on dis-pose. Prenons don maintenant κ = h1. Et nous avons bien [[aimer(t1,h1)]]M1 = 1,ar F1(t1) = Thésée, F1(h1) = Hippolyta et 〈Thésée,Hippolyta〉 ∈ F1(aimer)(f. p. 63). Nous avons don trouvé deux onstantes qui font l'a�aire et ela prouveque [[(44)]]M1 = 1 : il y a quelqu'un qui aime quelqu'un dans M1.Bien sûr, on aurait pu mener ette démonstration en utilisant d'autres onstantes,par exemple l et h2, ou d et h2, ou h1 et t1, et. Si on avait hoisi p pour la pre-mière onstante (ie pour remplaer x), on n'aurait pas trouvé de seonde onstanteadéquate pour y, mais ela n'a pas d'importane ar pour qu'une formule existen-tielle soit vraie, il su�t qu'au moins une onstante la satisfasse ; peu importe ellesqui éhouent. L'exerie onsiste don à bien hoisir les onstantes qui prouvent lavérité de la formule.Evidemment 'est di�érent lorsqu'il s'agit de prouver qu'une formule existen-tielle est fausse ou qu'une formule universelle est vraie. Commençons par alulerla dénotation dans M1 de l'universelle (45) :() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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80 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats(45) ∀x[elfe(x) → fareur(x)]La règle (Sem.5b) dit que [[∀x[elfe(x) → fareur(x)]]]M1 = 1 ssi pour toutes lesonstantes κ, on a [[elfe(κ) → fareur(κ)]]M1 = 1. La démonstration ii est pluslongue : il va falloir e�etuer le alul pour t1, h1, h2, h3, l, d, e, p, o, t2 et b (don11 aluls !). Heureusement la table de vérité de → va nous permettre de sauterrapidement des étapes. Souvenons-nous que lorsque l'antéédent d'une impliationest faux, alors l'impliation entière est vraie, quelle que soit la valeur du onséquent.Or dans les as où κ est t1, h1, h2, h3, l, d, e ou b, on sait que [[elfe(κ)]]M1 = 0ar auun des individus dénotés par es onstantes n'est dans F1(elfe). Don poures huit onstantes, on sait tout de suite que [[elfe(κ) → fareur(κ)]]M1 = 1. Cequ'il reste à véri�er, et e qui est déterminant pour la formule, e sont les as où κest p ou o ou t2 (onstantes pour lesquelles [[elfe(κ)]]M1 = 1). Et 'est bien normalpuisque (45) traduit la phrase � tous les elfes sont fareurs � � phrase qui ne s'inté-resse qu'aux individus qui sont des elfes. Commençons pas p ; [[fareur(p)]]M1 = 1ar Puk ∈ F1(fareur), et don [[elfe(p) → fareur(p)]]M1 = 1. La même dé-monstration vaut pour o, ar Obéron ∈ F1(fareur), et pour t2, ar Titania ∈
F1(fareur). Ainsi [[elfe(o) → fareur(o)]]M1 = 1 et [[elfe(t2) → fareur(t2)]]M1 = 1.Don [[elfe(κ) → fareur(κ)]]M1 = 1 pour toute onstante κ, e qui prouve bien que
[[(45)]]M1 = 1.Pour résumer la méthode d'interprétation des formules quanti�ées, on peutonsidérer l'algorithme extrêmement minutieux suivant :� pour aluler [[∃xϕ]]M, on passe en revue haque onstante κ, on alule

[[[κ/x]ϕ]]M et on s'arrête dès qu'on trouve le résultat 1 ; dans e as elamontre que [[∃xϕ]]M = 1 ; en revanhe, si pour tous les κ on a trouvé 0 (ie ona jamais trouvé 1), alors 'est que [[∃xϕ]]M = 0 ;� pour aluler [[∀xϕ]]M, on passe en revue haque onstante κ, on alule
[[[κ/x]ϕ]]M et si à haque fois le résultat est 1, 'est que [[∀xϕ]]M = 1 ; auontraire dès qu'on trouve le résultat 0, on peut s'arrêter, ar ela su�t àprouver que [[∀xϕ]]M = 0.Cette proédure nous indique du même oup les � onditions de fausseté � d'uneformule quanti�ée, ou si l'on préfère, les onditions de vérité de sa négation.(46) ∃x[âne(x) ∧ triste(x)]

[[(46)]]M1 = 0 ar il n'existe pas de onstante κ telle que [[âne(κ)∧triste(κ)]]M1 =
1. Pour le démontrer très rigoureusement, il faudrait e�etuer le alul pour les onzeonstantes et montrer que le résultat est toujours 0.(47) ∀x[fareur(x) → elfe(x)]

[[(47)]]M1 = 0 ar il existe au moins une onstante κ telle que [[fareur(κ) →elfe(κ)]]M1 = 0. Cette onstante est t1, ar [[fareur(t1)]]M1 = 1 et [[elfe(t1)]]M1 = 0.En e�et, si quelque hose n'est pas vrai de tous les individus, 'est qu'il existe aumoins un individu pour lequel 'est faux.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 81Ces exemples illustrent la dualité bien onnue qu'entretiennent entre eux lesdeux types de quanti�ateurs : la négation d'une formule existentielle est une for-mule universelle, et la négation d'une formule universelle est une formule existen-tielle. Je ne vais pas donner ii le détail de la démonstration, mais nous pouvonsfailement nous onvainre de es équivalenes en déortiquant un peu les exemples(46) et (47).La négation de (46) (ie ¬∃x[âne(x) ∧ triste(x)]) signi�e qu'il n'existe pas d'in-dividu qui soit à la fois un âne et triste, autrement dit pour tout individu (ou touteonstante κ) ou bien e n'est pas un âne ou il n'est pas triste, e qui peut se refor-muler en : pour tout individu, s'il est un âne, alors il n'est pas triste (tout âne estnon-triste). Et ela, e sont bien les onditions de vérité d'une formule universelle,à savoir :(48) ∀x[¬âne(x) ∨ ¬triste(x)]ou ('est équivalent)48 :
∀x[âne(x) → ¬triste(x)]Remarquons aussi que (48) (qui équivaut à ¬(46)) traduit également la phrase� auun âne n'est triste �. Une phrase en auun s'analyse par une quanti�ationuniverselle du type (48) ou, e qui revient au même, par la négation d'une existen-tielle.Quant à la négation de (47), 'est-à-dire ¬∀x[fareur(x) → elfe(x)], ses ondi-tions de vérité disent qu'il y a au moins un individu qui est fareur mais pas unelfe, e qui orrespond bien à la formule existentielle suivante :(49) ∃x[fareur(x) ∧ ¬elfe(x)]En e�et ¬(47), � il n'est pas vrai que tous les fareurs sont des elfes �, veut direla même hose que � il y a au moins un fareur qui n'est pas elfe � (49).Réapitulons ette dualité entre ∃ et ∀ par le théorème suivant :Théorème 2.2Les quatres paires de formules suivantes sont des équivalenes logiques :1. ¬∃xϕ et ∀x¬ϕ2. ¬∀xϕ et ∃x¬ϕ3. ¬∃x¬ϕ et ∀xϕ4. ¬∀x¬ϕ et ∃xϕLes deux dernières équivalenes se déduisent diretement des deux premières etde la loi de double négation vue supra dans l'exerie 2.6.Exerie 2.8Calulez par rapport à M1 (f. p. 63) la dénotation des formules suivantes :48Cf. l'équivalene logique no 2 dans l'exerie 2.6, p. 68.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009



DRAFT  --  DRAFT  --  DRAFT  --  DRAFT  --  DRAFT  --  

82 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiats1. ∀x[elfe(x) ∧ fareur(x)]2. ∀x[elfe(x) → ¬triste(x)]3. ¬∃x[âne(x) ∧ elfe(x)]4. ∃x∀y aimer(y, x)5. ∀y∃x aimer(y, x)Pour haque formule, proposer une phrase en français qui peut se traduire par etteformule.Comparer la formule no 1 ave la formule (45) supra.Pour onlure ette partie sur la quanti�ation, voii en Table 2.7 un petit vade-meum de tradution français�lo de phrases quanti�ées typiques. N représente unsubstantif quelonque et V un verbe intransitif (ou éventuellement un groupe verbalsimple) et n et v représentent les prédiats qui traduisent respetivement N et V .Un N VDes N V
∃x[n(x) ∧ v(x)]Tout/haque N VTous les N VLes N V
∀x[n(x) → v(x)]Un N ne V pasDes N ne V pasPas tous les N ne VTout/haque/tous les N ne V pas ∃x[n(x) ∧ ¬v(x)]
¬∀x[n(x) → v(x)]Auun N ne VTout/haque/tous les N ne V pasLes N ne V pas ¬∃x[n(x) ∧ v(x)]
∀x[n(x) → ¬v(x)]Tab. 2.7 � Shémas de tradutions du français en loLes formules qui sont dans une même ellule du tableau sont équivalentes, esont don de simples variantes de tradution en lo, ela ne marque pas d'ambiguïté.En revanhe, la tournure � tous les N ne V pas � est réellement ambiguë. Nous yreviendrons au hapitre suivant.Exerie 2.9 (Quanti�ateurs et onneteurs)Indiquez (informellement49) les onditions de vérité des formules suivantes :1. ∃x[homard(x) ∧ gauher(x)]2. ∃x[homard(x) ∨ gauher(x)]3. ∃x[homard(x) → gauher(x)]4. ∃x[homard(x) ↔ gauher(x)] 5. ∀x[homard(x) ∧ gauher(x)]6. ∀x[homard(x) ∨ gauher(x)]7. ∀x[homard(x) → gauher(x)]8. ∀x[homard(x) ↔ gauher(x)]Quelles sont elles qui peuvent être des tradutions de phrases simples et natu-relles du français ?49C'est-à-dire en français, sans entrer dans les détails tehniques.() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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2.4. Un peu de logique 83Il est bon de se souvenir que lorsqu'on traduit des phrases du français (ou detoute autre langue naturelle) il faut toujours s'attendre à e que ∃ aille de paireave ∧ et ∀ ave →.2.4.5 Quelques dé�nitions logiquesNous avons maintenant les moyens formels de dé�nir ertaines notions vuesdans le hapitre 1.Notation 2.9 (Satisfation)Si une formule ϕ est vraie dans un modèle M, 'est-à-dire si [[ϕ]]M = 1, on dit que
ϕ est satisfaite par M, ou enore que M satisfait ϕ.On note alors : M |= ϕ.Attention : le symbole |= est à double emploi. Il exprime soit la satisfationd'une formule par un modèle, soit la onséquene logique entre des phrases oudes formules que nous avions vue au hapitre 1. En toute rigueur nous devrionsutiliser deux symboles di�érents. D'ailleurs on trouve parfois la variante de notation
|=M ϕ pour exprimer la satisfation de ϕ par M. Mais normalement il n'y a pas deonfusion à raindre : si on trouve un modèle à la gauhe de |=, le symbole désignela satisfation, si on trouve une ou plusieurs formules, il désigne la onséquenelogique.Dans le hapitre 1, la onséquene logique entre deux phrases (ou deux formules)était dé�nie en disant que dans tous les as où la première phrase est vraie, laseonde l'est aussi. Maintenant nous savons e qu'est formellement un as : 'estun modèle. La dé�nition préise se donne don dans es termes : ϕ |= ψ si etseulement si dans tous les modèles par rapport auxquels ϕ est vraie, ψ est vraieaussi.Dé�nition 2.17 (Conséquene logique)La formule ψ est une onsequene logique de la formule ϕ, ssi pour tout modèle Mtel que M |= ϕ alors M |= ψ.Plus généralement, ψ est une onséquene logique de l'ensemble de formules {ϕ1 ;
ϕ2 ; . . . ; ϕn}, ssi pour tout modèle M tel que M |= ϕ1 et M |= ϕ2... et M |= ϕnalors M |= ψ.On note alors : ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ.Partant, on peut aussi redé�nir les notions de tautologies et de ontradition entermes de modèles. Une tautologie est vraie dans tout modèle et une ontraditiondans auun.Dé�nition 2.18 (Tautologie)Une formule ϕ est une tautologie, ssi pour tout modèle M, M |= ϕ.On note alors : |= ϕ() by-n-nd/2.0/fr ompilé le 5 avril 2009
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84 Chapitre 2. Sémantique vérionditionnelle et alul des prédiatsDé�nition 2.19 (Contradition)Une formule ϕ est une ontradition, ou est ontraditoire, ssi pour tout modèle
M, M |= ¬ϕ ('est-à-dire [[ϕ]]M = 0).On note alors : |= ¬ϕDé�nition 2.20 (Equivalene logique)Deux formules ϕ et ψ sont logiquement équivalentes, ou on pourra dire aussi sé-mantiquement équivalentes, ssi pour tout modèle M, [[ϕ]]M = [[ψ]]M.On peut également dé�nir la notion à l'aide de la onséquene logique : ϕ et ψ sontlogiquement équivalentes, ssi ϕ |= ψ et ψ |= ϕ.En�n terminons ave le théorème suivant :Théorème 2.3 (|= et →)
ϕ |= ψ si et seulement si |= [ϕ→ ψ].Nous n'allons pas herher à démontrer e théorème ii, je le mentionne juste àtitre d'entraînement à la leture et à la manipulation des notions et des symbolesque nous avons vus jusqu'ii. Ce théorème montre le rapport qui existe entre laonséquene logique et l'impliation matérielle : il dit que ψ est une onséquenede ϕ si et seulement si [ϕ → ψ] est une tautologie ; autrement dit la onséquenelogique orrespond à une impliation toujours vraie.
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